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GROUPOI¨DES DE LIE ET FEUILLETAGES
JEAN PRADINES
Re´sume´. On e´tudie la relation entre les groupo¨ıdes de Lie (groupo¨ıdes diffe´ren-
tiables d’Ehresmann) et les feuilletages (avec singularite´s possibles) au sens de
Sussmann-Sˇtefan . On souligne la fac¸on dont l’interaction entre une struc-
ture alge´briquement triviale (celle de graphe de relation d’e´quivalence) et une
structure diffe´rentiable fait naˆıtre des groupes (groupes d’holonomie), dont la
variation, discontinue, se lit dans l’objet unificateur (alge´brico-diffe´rentiable)
constitue´ par le groupo¨ıde d’holonomie.
La classe d’e´quivalence de Morita de ce dernier (notion alge´brico-diffe´rentiable)
munit l’espace des feuilles d’une structure, en un sens ge´ne´ralise´ (structure
transverse du feuilletage) ; celle-ci, notamment, attache, aux points de cet es-
pace, des groupes, dont les sauts ne se comprennent bien que dans le groupo¨ıde
de Lie.
Table des matie`res
1. Introduction. 2
1.1. Au carrefour de trois structures. 3
1.2. Orientation. 5
2. Un cadre formel pour passer des ensembles aux varie´te´s. 6
2.1. Motivations. 6
2.2. Diptyques. 7
3. Groupo¨ıdes alge´briques. 9
3.1. Notations. 9
3.2. Le transiteur (anchor map). 11
3.3. De´ge´ne´rescences. 12
3.4. De´composition orbitale ensembliste. 12
3.5. Trivialisation ensembliste des composantes transitives. 13
4. Groupo¨ıdes D-structure´s. 15
4.1. Groupo¨ıdes dans un diptyque. 15
4.2. D-groupo¨ıdes re´guliers. 16
5. Morphismes de D-groupo¨ıdes. 17
5.1. Notations. 17
5.2. E´quivalences, inducteurs. 18
5.3. s-extenseurs. 20
Mots clefs : groupo¨ıdes, Lie, feuilletages, Sˇtefan .
– L’auteur est redevable a` Paul Taylor pour l’utilisation de son extension diagrams dans
l’exe´cution de nombreux sche´mas et diagrammes commutatifs.
– Le point de vue pre´sente´ dans le re´sume´ ci-dessus, que l’on s’efforce ici de vulgariser, s’est
de´gage´ clairement a` la suite des discussions entre A. Connes (et ses e´le`ves : M. Hilsum, G. Skanda-
lis), A. Haefliger, et W.T. van Est, lors du Colloque sur la Structure Transverse des Feuilletages,
tenu a` Toulouse en 1982, a` l’initiative de P. Cartier (voir le volume 116 de Aste´risque, SMF, Paris,
1984).
1
2 JEAN PRADINES
5.4. Le contenu alge´brique sous-jacent. 20
5.5. Acteurs. 21
5.6. Exacteurs. 25
6. Conjugaison des actions principales. 26
6.1. Fibre´s principaux et D-groupo¨ıdes s-transitifs. 26
6.2. Acteurs principaux. 27
6.3. Structure du cœur du papillon. 28
6.4. Le papillon canonique d’un D-groupo¨ıde. 30
6.5. Visualisation des trois lois de groupo¨ıde sur le cœur du papillon. 30
7. Inversion des e´quivalences : e´quivalences de Morita. 32
7.1. Introduction. 32
7.2. Fractions et me´romorphismes. 33
7.3. E´quivalences de Morita. 36
7.4. Structures orbitales. 37
8. Feuilletages. 38
8.1. Ge´ne´ralite´s et notations concernant la cate´gorie des varie´te´s. 38
8.2. De´finition des feuilletages de Sˇtefan . 39
9. Feuilletages de Sˇtefan attache´s a` un groupo¨ıde de Lie. 40
9.1. Construction de Sussmann-Sˇtefan pour un pseudogroupe. 40
9.2. Feuilletage de Sˇtefan orbital pour un groupo¨ıde de Lie. 41
10. Groupo¨ıdes de Lie attache´s a` un feuilletage de Sˇtefan . 42
10.1. Cas des feuilletages simples. 42
10.2. Cas des feuilletages re´guliers : grapho¨ıdes. 42
10.3. Commentaires. 44
10.4. Quasi-grapho¨ıdes ou convecteurs. 45
10.5. Quelques pistes a` explorer. 46
10.6. Lien avec l’inte´gration du non inte´grable (A. Weinstein). 47
11. E´pilogue. 48
Annexe A. Note historique. 48
Annexe B. Axiomes des diptyques. 51
B.1. Liste des axiomes. 51
B.2. Quelques conse´quences des axiomes. 52
Annexe C. Conditions de de´nombrabilite´. 52
Annexe D. Immersions en tout genre. 52
D.1. Plongements. 53
D.2. Plongements faibles et immersions strictes 53
D.3. Immersions fide`les. 53
D.4. Exemples. 54
Annexe E. Groupo¨ıde d’holonomie topologique (C. Ehresmann). 55
E.1. Feuilletages topologiques 55
E.2. Remarques. 55
Re´fe´rences 56
1. Introduction.
Citant la confe´rence de Jean-Marie Souriau donne´e lors des pre´sentes Journe´es,
nous invoquerons la Ge´ome´trie comme source de quantification, et, selon F. Klein,
3les groupes comme source de la Ge´ome´trie 1, groupes qu’il convient le plus souvent,
a` la suite de S. Lie, de munir d’une structure de varie´te´ 2.
Toutefois nous voudrions ici plaider pour un e´largissement de cette dernie`re
source, consistant a` remplacer les groupes de Lie par les groupo¨ıdes de Lie, alias les
groupo¨ıdes diffe´rentiables, introduits, sous leur forme ge´ne´rale, par Charles Ehres-
mann en 1958 (voir l’annexe A pour des pre´cisions historiques et terminologiques).
Ces derniers sont en outre, nous le verrons, e´troitement lie´s au second the`me de
ces Journe´es, a` savoir les feuilletages, puisque les orbites d’un groupo¨ıde de Lie
de´finissent un feuilletage avec singularite´s au sens de Sussmann-Sˇtefan.
Nous nous attacherons ici seulement a` ce deuxie`me aspect, faute de compe´tence
suffisante pour explorer les groupo¨ıdes de Lie en tant que sources possibles de quan-
tification, ce que nous pensons pourtant eˆtre une voie prometteuse 3. Les groupo¨ıdes
(et alge´bro¨ıdes) de Lie sont des objets purement ge´ome´triques de dimension finie.
Leurs espaces de sections ou de fonctions donnent naissance a` des objets de dimen-
sion infinie, dont beaucoup de proprie´te´s se lisent de´ja` de fac¸on tre`s naturelle au
niveau ge´ome´trique. Mais nous fermerons ici cette parenthe`se.
1.1. Au carrefour de trois structures. Avant d’entrer dans plus de de´tails,
annonc¸ons d’abord ici informellement quelques ide´es directrices.
De meˆme que les groupes de Lie, les groupo¨ıdes de Lie font interagir une structure
alge´brique et une structure de varie´te´. Mais la structure alge´brique de groupo¨ıde
unifie a` son tour deux structures, qui constituent deux formes possibles de sa de´ge´-
ne´rescence : la structure de groupe, et celle de graphe (de relation d’e´quivalence),
laquelle passe (regrettablement) le plus souvent totalement inaperc¸ue, du fait de
son apparence trop « triviale » d’un point de vue purement alge´brique.
La notion naturelle de morphisme pour cette structure mixte est celle de fonc-
teur diffe´rentiable entre groupo¨ıdes de Lie, que nous appellerons ici brie`vement
morphismes. Il peut eˆtre aussi utile de conside´rer des transformations naturelles
[McL] (diffe´rentiables ) entre de tels foncteurs.
La simple e´vocation de quelques formules familie`res (parmi beaucoup d’autres),
que nous laissons au lecteur le soin de re´interpre´ter, selon le cas, en termes de tels
morphismes ou de transformations naturelles, nous permettra de`s maintenant de
souligner l’inte´reˆt de pouvoir notamment conside´rer comme cas particuliers d’une
meˆme structure un graphe d’e´quivalence du coˆte´ source et un groupe du coˆte´ but :
−→
CA =
−−→
CB +
−−→
BA ;
gk,i(x) = gk,j(x) · gj,i(x) (x ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk),
g′j,i = hj(x)
−1 · gj,i(x) · hi(x) (x ∈ Ui ∩ Uj) (cocycles cohomologues)
4;
1Et des e´tats quantiques dans la confe´rence de J.-M. Souriau.
2Voire, d’apre`s J.-M. Souriau, d’une diffe´ologie.
3Il conviendrait dans ce sens (ce que nous ne ferons pas ici) de conside´rer simultane´ment les
objets infinite´simaux correspondant aux groupo¨ıdes de Lie, a` savoir les alge´bro¨ıdes de Lie, que
nous avions introduits en 1967 en vue d’e´tendre la correspondance groupes de Lie/alge`bres de Lie.
4Il faudrait ici conside´rer un recouvrement (Ui)i∈I d’une varie´te´ B, la varie´te´ U somme des
Ui, et le graphe R de la relation d’e´quivalence sur U de´finie par la projection canonique U → B .
Les cocycles g : R → G, (j, i; x) 7→ gj,i(x) sont alors des cas particuliers de morphismes, donc
de foncteurs, et la condition, pour deux cocycles, d’eˆtre cohomologues apparaˆıt comme un cas
particulier d’isomorphisme (fonctoriel) de deux foncteurs (voir Mac Lane [McL]). Les cocycles de
Haefliger s’obtiennent en prenant pour G un pseudogroupe, qui peut eˆtre vu comme un groupo¨ıde
(e´tale).
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δ(z, x) = δ(z, y) · δ(y, x) ,
ou` δ : G×G→ G, (y, x) 7→ y · x−1 est la « division » du groupe G 5.
La figure 1 ci-apre`s re´sume et sche´matise cette triple interaction entre groupes,
graphes, et varie´te´s, qui sera de´veloppe´e dans la suite.
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Fig. 1. Triple interaction : groupes/graphes/varie´te´s.
5On pourrait voir que la version infinite´simale de cette dernie`re formule, laquelle donne un
morphisme d’alge´bro¨ıdes de Lie, n’est autre que l’e´quation dite de Maurer-Cartan.
5Les groupo¨ıdes de Lie figurent au centre (dans un triple cadre), et unifient les
trois structures, dispose´es (dans des cadres doubles) aux sommets d’un triangle,
dont les coˆte´s, en traits discontinus, sche´matisent les interactions de deux de ces
structures. Celles-ci engendrent les trois structures mixtes inscrites dans les cadres
simples.
Par oubli de la structure alge´brique, on obtient, vers le bas, les structures de
varie´te´s, dans le domaine du diffe´rentiable pur, tandis que l’oubli de la structure de
varie´te´ donne, vers le haut, les structures de (petits) groupo¨ıdes (ensemblistes ou
alge´briques), dans le domaine de l’Alge`bre pure.
Ces derniers peuvent de´ge´ne´rer, soit en groupes, soit en graphes (d’e´quivalence),
et, de fac¸on ge´ne´rale, font apparaˆıtre :
– des groupes, les groupes d’isotropie (qu’il est commode de penser comme la
partie « verticale » du groupo¨ıde) ;
– une relation d’e´quivalence, tant sur la base (ensemble des objets) que sur l’en-
semble des fle`ches, dont les classes sont les composantes transitives, ou orbites, du
groupo¨ıde et de sa base (de´composition orbitale ou « horizontale » du groupo¨ıde).
L’interaction des groupes et des varie´te´s donne naissance aux groupes de Lie et
aux lois d’action diffe´rentiables. Ces dernie`res sont, nous le verrons, de´crites par
certains morphismes de groupo¨ıdes de Lie (que nous appellerons, de fac¸on assez
naturelle, « acteurs » 6.). D’autre part, la the´orie des fibre´s principaux (c’est-a`-dire
du cas particulier des actions que nous appellerons « principales » 7), telle que la
concevait C. Ehresmann, conduit a` la conside´ration des « groupo¨ıdes de jauge » ,
qui furent son premier exemple de groupo¨ıde de Lie (voir l’annexe A).
L’interaction des varie´te´s et des graphes d’e´quivalence se manifeste par le « the´-
ore`me de Godement », lequel caracte´rise les relations d’e´quivalence dites re´gulie`res,
pre´cise´ment par la proprie´te´ que leur graphe est un groupo¨ıde de Lie (de´ge´ne´re´) ;
ceci s’applique notamment aux feuilletages simples (classes connexes).
Les feuilletages re´guliers non simples donnent naissance a` un groupo¨ıde de Lie
non de´ge´ne´re´, a` savoir le groupo¨ıde d’holonomie, qui est souvent appele´ « graphe »
du feuilletage (voir l’annexe historique A), dont les groupes d’isotropie sont les
groupes d’holonomie introduits ante´rieurement dans la the`se de G. Reeb (1952).
Nous verrons que, plus ge´ne´ralement, les groupo¨ıdes de Lie sont e´troitement lie´s
aux feuilletages avec singularite´s dits de Sussmann-Sˇtefan .
1.2. Orientation. Respectant ce qui nous a semble´ eˆtre la vocation de ces Jour-
ne´es, nous chercherons a` sugge´rer quelques pistes de re´flexion, tout en restant la
plupart du temps largement informel ; un traitement formel et de´taille´ entraˆınerait
d’ailleurs beaucoup trop loin.
Notre point de vue est tre`s voisin de celui expose´ par A. Weinstein au cours de
ces Journe´es. Nous signalerons les diffe´rences de terminologie et de notations pour
faciliter le passage d’un expose´ a` l’autre.
Dans une premie`re section, nous esquissons un cadre plus ge´ne´ral (« diptyques »)
permettant de resituer les groupo¨ıdes de Lie dans un contexte de groupo¨ıdes struc-
ture´s analogue a` celui qu’avait de´veloppe´ C. Eheresmann, mais qui nous paraˆıt plus
6De fac¸on ge´ne´rale nous adopterons le suffixe eur pour les morphismes de groupo¨ıdes, alias
foncteurs.
7C’est-a`-dire, si l’on se restreint au point de vue purement ensembliste, abstraction faite de la
diffe´rentiabilite´, libres.
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propre a` tenir compte de la spe´cificite´ de la cate´gorie des varie´te´s tout en couvrant
un large e´ventail d’autres exemples utiles 8.
Ce cadre fournit une me´thode ge´ne´rale pour transfe´rer de fac¸on « automatique »
certaines constructions d’apparence purement ensembliste dans des cate´gories plus
riches, et singulie`rement celle des varie´te´s, lorsque l’on a re´ussi a` traduire ces
constructions par des diagrammes commutatifs approprie´s, ou` l’on met en e´vidence
injections et surjections, ainsi que certaines proprie´te´s des carre´s commutatifs.
Cela nous permettra fre´quemment dans la suite de nous limiter a` une description
de la structure des groupo¨ıdes et des morphismes dans le cadre ensembliste, mais
d’une manie`re permettant de sugge´rer ce qui s’e´tend aux groupo¨ıdes diffe´rentiables,
et plus ge´ne´ralement « structure´s » par une cate´gorie convenable. Il faut d’ailleurs
noter que beaucoup des proprie´te´s que nous « rappellerons » sont souvent mal
connues, pour ne pas dire me´connues, meˆme dans le cadre purement alge´brique,
bien que tre`s e´le´mentaires dans ce cas.
Nous pourrons alors donner une de´finition de l’e´quivalence de Morita diffe´ren-
tiable, susceptible de nombreuses variantes, et de la structure (en un sens ge´ne´ralise´)
d’un espace d’orbites comme un classe d’e´quivalence (diffe´rentiable) de Morita de
groupo¨ıdes de Lie.
Nous introduirons enfin la notion de feuilletage singulier au sens de Sˇtefan sous
une forme plus simple que la de´finition originale, puis e´tudierons la relation, a` la
fois e´troite et riche, entre feuilletages (re´guliers ou singuliers) et groupo¨ıdes de Lie,
selon ce qu’annonce le titre de l’expose´.
2. Un cadre formel pour passer des ensembles aux varie´te´s.
2.1. Motivations. La plupart des notions classiques de la the´orie ge´ne´rale des
cate´gories sont, a` notre sens, mal adapte´es a` la cate´gorie des varie´te´s, qui, de ce
fait, est ge´ne´ralement conside´re´e comme une « mauvaise » cate´gorie. Notamment :
– elle contient des monomorphismes et e´pimorphismes pathologiques ; inverse-
ment les plongements et les surmersions ne peuvent eˆtre caracte´rise´s par des pro-
prie´te´s purement cate´goriques ;
– elle n’est pas comple`te, et, notamment, ne posse`de pas suffisamment de produits
fibre´s et de quotients.
Il est souvent commode de la plonger dans une cate´gorie juge´e « meilleure », par
exemple la cate´gorie des espaces diffe´ologiques de J.-M. Souriau, dans laquelle on a
notamment des quotients quelconques ; on a en particulier une diffe´ologie canonique
sur l’espace des feuilles d’un feuilletage.
Toutefois l’inconve´nient d’une telle proce´dure est d’introduire une multitude
d’objets auxiliaires hautement pathologiques jouant un roˆle de parasites, et de
conduire a` des the´ore`mes qui ne distinguent pas toujours suffisamment les vraies
varie´te´s parmi de tels objets.
8Il serait e´minemment souhaitable de construire un cadre susceptible d’accueillir d’autres
exemples inte´ressants (dont certains ont e´te´ e´voque´s au cours de ces Journe´es, et pour les-
quels des de´finitions spe´cifiques ont parfois e´te´ donne´es) de groupo¨ıdes porteurs d’une structure
supple´mentaire, « compatible » en un sens a` pre´ciser, avec la structure alge´brique, mais que l’on
ne sait pas actuellement de´crire comme groupoides structure´s au sens d’Ehresmann, faute de
savoir de´finir la bonne cate´gorie : groupo¨ıdes symplectiques, de Poisson, de contact, de Jacobi,
riemanniens, mesure´s . . .
Il se peut qu’il soit ne´cessaire d’introduire quelques retouches a` nos axiomes, et notamment de
conside´rer des cate´gories munies d’une involution (ici triviale).
7Nous suivrons ici une approche tre`s diffe´rente, reposant sur quelques observations
« expe´rimentales » qui nous conduisent a` conside´rer la cate´gorie des varie´te´s comme
au contraire « excellente » :
– les plongements et les surmersions constituent deux sous-cate´gories privile´gie´es
posse´dant de remarquables proprie´te´s de stabilite´ ;
– un nombre conside´rable de cate´gories d’usage courant dans des domaines tre`s
varie´s des Mathe´matiques sont munies de fac¸on naturelle d’une ou plusieurs paires
de sous-cate´gories posse´dant ces meˆmes proprie´te´s formelles ;
– cependant, dans une cate´gorie arbitraire, ces proprie´te´s ne sont pas ve´rifie´es
dans leur totalite´ par les deux sous-cate´gories forme´es de tous les monomorphismes
et tous les e´pimorphismes, pas plus, a` notre connaissance, que par celles que l’on
chercherait a` de´finir en imposant a` ces derniers des proprie´te´s cate´goriques supple´-
mentaires de type ge´ne´ral, telles que d’eˆtre « scinde´s » , « stricts » , etc., de sorte
qu’il s’agit bien d’une proprie´te´ des cate´gories envisage´es, qui nous semble lie´e
pre´cise´ment a` leur utilite´ ;
– bien qu’individuellement ces proprie´te´s soient d’apparence anodine et qu’elles
soient en petit nombre, il s’ave`re que leur conjonction est tre`s puissante, et permet,
comme on le verra, d’aller beaucoup plus loin que l’on ne pourrait s’y attendre a
priori.
Du fait que la plupart des de´finitions et proprie´te´s envisage´es ici (dans la mesure
ou` nous ne conside´rons pas ici l’aspect infinite´simal) sont valables dans ce cadre,
nous nous placerons dans ce contexte ge´ne´ral, esquisse´ ci-apre`s sous le nom de
« diptyques » , pour notre de´finition ge´ne´rale des groupo¨ıdes structure´s.
2.2. Diptyques. 9
Une structure de diptyque D = (D;Di, Ds) sur une cate´gorie D
10 consiste en les
donne´es suivantes :
– des produits pour les familles d’objets finies non vides 11 ;
– deux sous-cate´gories Di/Ds, appele´es a` jouer le roˆle des injections/surjections
dans Ens, ou des plongements/surmersions dans Dif 12.
On notera D∗ le sous-groupo¨ıde des isomorphismes (fle`ches inversibles), et Dr =
DiDs la sous-classe des fle`ches dites « re´gulie`res », c’est-a`-dire de´composables selon
Di et Ds. En vue des applications il est essentiel de ne pas imposer que Dr soit
une sous-cate´gorie, et a fortiori que toute fle`che soit re´gulie`re.
Les fle`ches deDi/Ds seront appele´es les « bons monos/e´pis » et note´es en ge´ne´ral
avec une queue/teˆte triangulaire, pleine ou non, selon l’un des mode`les
⊲ ✲ / ⊲ , ou ◮✲ / ◮ .
Ces donne´es sont assujetties a` satisfaire a` quelques axiomes de stabilite´ d’ap-
parence tre`s simple, que, pour ne pas alourdir, nous pre´fe`rerons e´noncer dans
l’annexe B, en indiquant seulement ci-apre`s (Tab. 1) quelques exemples fonda-
mentaux (parmi une multitude d’autres).
9On trouvera des indications beaucoup plus de´taille´es dans l’expose´ que nous avons donne´ a`
Krynica [P 2003].
10On e´crira souvent D pour D.
11Dans le cas fre´quent ou` le produit de la famille vide existe aussi, c’est un objet final, note´ •.
12Lorsqu’il ne cre´e pas trop d’ambigu¨ıte´, le symbole / est utilise´ d’une fac¸on quelque peu
laxiste mais suffisamment transparente, ici et dans la suite, pour e´viter l’emploi lourd et re´pe´te´
de la formule « respectivement » , plus correcte.
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Tab. 1. Quelques exemples de Diptyques
Cate´gories
abe´liennes
Topos Top
[TopHaus]
Dif
[DifHaus] D
bons
monos
⊲ ✲
tous tous plongements
[propres]
idem . . . ·⊲ ✲·
·❄⊲ ✲·❄
bons
e´pis
⊲
tous tous surjections
ouvertes
surmersions
· ⊲·
·❄ ⊲·❄
variantes :
– propres
– e´tales
– re´tro-
connexes
idem . . . · ⊲·
pb
·❄ ⊲·❄
ou
· ⊲ ·
·
⊲⊲
pb
·
❄
⊲✛ ·❄
Ces axiomes permettent notamment de construire certains 13 carre´s carte´siens
(pull back squares) (c’est-a`-dire, rappelons-le, posse´dant la proprie´te´ universelle des
produits fibre´s), qui seront note´s :
B′ f ′✲ A′
B
v
❄
f✲ A
u
❄
ou
B′ f ′✲ A′
pb
B
v
❄
f✲ A
u
❄
13De fac¸on pre´cise, les bons carre´s carte´siens (ou bons pull backs) sont ceux pour lesquels la
fle`che canonique B′ ⊲✲ B ×A′ est un bon mono.
Dans Dif, la condition classique de transversalite´ est suffisante pour qu’il en soit ainsi, mais
non ne´cessaire, et laisse e´chapper beaucoup de carre´s carte´siens indispensables (notamment les
intersections re´gulie`res de sous-varie´te´s de basse dimension). En revanche il y a dans Dif des carre´s
carte´siens pathologiques, de sorte que, la` aussi, nous pensons que la notion purement cate´gorique
ge´ne´rale n’est pas la bonne.
9Un roˆle fondamental sera e´galement joue´ dans la suite par les carre´s pleins, c’est-
a`-dire les carre´s commutatifs B′A′BA admettant une factorisation de la forme :
B′ f ′ ✲ A′
R
pi1
✲
r ⊲
B
v
❄
f ✲
✛
pi
2
A
u
❄
ou` le carre´ RA′BA est carte´sien, et r : B′ ⊲ R un bon e´pi.
Dans le tableau 1 ci-joint annonce´, Haus signifie se´pare´.
D (notation d’Ehresmann) de´signe la cate´gorie des carre´s commutatifs (qua-
tuors d’Ehresmann) de D, munie de la loi de composition horizontale (par juxta-
position).
Une application continue est dite re´tro-connexe si l’image re´ciproque de tout
point (donc de tout connexe) est connexe. (Observer que « re´tro-compacte » serait
synonyme de « propre »).
Parmi beaucoup d’autres exemples utiles non mentionne´s dans le tableau, fi-
gurent notamment (avec des choix approprie´s) les espaces de Banach, les fibre´s
vectoriels. . .
Nous pensons que la pre´dilection des cate´goriciens purs pour les cate´gories abe´-
liennes et les topos est lie´e au fait (plutoˆt rare dans les exemples concrets) que
ces cate´gories partagent avec la cate´gorie Ens (non rappele´e dans le tableau) la
proprie´te´ que l’on peut y prendre pour bons monos/e´pis tous les monomorphismes/
e´pimorphismes.
3. Groupo¨ıdes alge´briques.
Comme annonce´, on conside`re dans cette section les groupo¨ıdes d’un point de
vue purement ensembliste ou alge´brique, sans chercher a` e´noncer des de´finitions
formelles comple`tes, mais en vue de pre´ciser nos notations (tre`s variables d’un
auteur a` l’autre), et en adoptant des points de vue et des notations qui facilitent le
passage au cas structure´ (notamment en mettant en e´vidence certaines injections
et surjections, destine´es a` devenir de bons monos/e´pis dans le cas structure´).
3.1. Notations. Le sche´ma ci-apre`s (fig. 2) est destine´ a` faciliter la me´morisation
des axiomes des groupo¨ıdes (ensemblistes), lesquels peuvent eˆtre brie`vement de´finis
comme les (petites 14) cate´gories dont toutes les fle`ches sont inversibles. Les mor-
phismes de groupo¨ıdes ne sont autres que les foncteurs entre groupo¨ıdes.
Les donne´es d’une structure de groupo¨ıde G sont donc :
– l’ensemble des fle`ches, note´ G ou G(1) 15 ;
– l’ensemble des objets ou base B ou G(0) (de fac¸on laxiste, on e´crira souvent G ou
G⇒ B pour G) ;
– la loi unite´, qui associe a` tout objet une unite´, et de´finit une injection ω = ωG :
B ⊲ ✲ G ; on identifiera (le plus souvent implicitement) B avec ω(B) ;
14Cela veut dire que les fle`ches et les objets constituent des ensembles.
15Notation lie´e au point de vue simplicial, que nous ne de´velopperons pas ici : voir [P 2003].
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yx
•
ւց
y
•
ւց
x
•
ւց
G G = G(1)
ω(β(y))
•
ω(α(y))=ω(β(x))
•
ω(α(x))
• ω(B)
ւ
yx=γ(y,x) 
x
y
x
x
β
▽
ω
△
✻
α
▽
β(y)
•
α(y)=β(x)
•
α(x)
• B B = G(o)
Fig. 2. Repre´sentation sche´matique d’un groupo¨ıde.
– les surjections source et but α = αG, β = βG : G ⊲ B
16 (admettant ω pour
section commune) ;
– la loi de composition γ = γG : ΓG ⊲ G (qui se trouve eˆtre une surjection),
de´finie sur le produit fibre´ ΓG de α et β.
L’inversion (ou syme´trie) n’est pas une donne´e supple´mentaire, puisque son
existence et son unicite´ sont garanties par les axiomes ; elle de´termine une bijection,
que l’on notera :
ς = ςG : G→ G, x 7→ x
−1.
En fait il nous sera commode pour la suite de conside´rer la structure G comme
de´finie plutoˆt par la donne´e (e´quivalente) du quintuplet :
G = (G,B, ω, α, δ)
ou` δ = δG : (y, x) 7→ yx
−1 est la division (ou diffe´rence) ; c’est une surjection
δG : ∆G ⊲ G, de´finie sur le grapheG
(2) = ∧G = ∆G de la relation d’e´quivalence
sur G de´finie par la surjection α, autrement dit sur le produit fibre´ de la fle`che α
par elle-meˆme.
De ces donne´es, on de´duit imme´diatement ς(x) = x−1 = δ(ω(α(x)), x)), puis
β = α ◦ ς = δ ◦ diagG, et γ(y, x) = δ(y, ς(x)).
Les notations ∧G = ∆G e´voquent le diagramme triangulaire suivant, dans lequel
a
c✛yx−1
y
b
x ✲
on a α(x) = α(y) = a, β(x) = b, β(y) = c. On voit que l’application δ permet de
comple´ter le triangle commutatif dans G.
16Notations d’Ehresmann. On rencontre souvent la notation s ou d pour source ou domain et r
pour range (but, nomme´ aussi codomain). Nous e´crirons de pre´fe´rence la source a` droite et le but
a` gauche ; signalons que C.M. Marle adopte cette convention, mais intervertit les notations α, β,
ce qui re´tablit l’ordre. . . alphabe´tique. Signalons aussi la notation simpliciale d0, d1 pour β, α.
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Sur la figure 2 ci-jointe, qui sche´matise la loi de composition γ, on voit qu’il est
commode de se repre´senter les e´le´ments x, y de G, tantoˆt comme des points de G
munis de deux projections sur B ou ω(B), tantoˆt comme des fle`ches reliant deux
points de la base B.
Pour tout objet a ∈ B, nous noterons :
– Ga = α
−1(a) la α-fibre de a ;
– aG = β
−1(a) sa β-fibre ;
– aGa = aG ∩Ga le groupe d’isotropie
17 de a.
3.2. Le transiteur (anchor map). Nous poserons :
τG = τ = (β, α) : G→ B ×B.
C’est un morphisme (foncteur) lorsqu’on regarde B×B comme un groupo¨ıde banal,
graphe de la relation d’e´quivalence grossie`re ; il traduit les proprie´te´s d’(in)tran-
sitivite´ du groupo¨ıde G. Conforme´ment a` nos principes ge´ne´raux de terminologie
(usage du suffixe eur), nous l’appellerons le transiteur deG. La terminologie usuelle
est ancre 18, traduction de l’expression anchor map, introduite par K. Mackenzie
[McK].
Les proprie´te´s d’injectivite´ ou de surjectivite´ de τG jouent, nous le verrons, un
roˆle crucial, encore plus apparent dans le cas structure´, du fait qu’il existe alors de
multiples variantes et raffinements de ces deux notions.
Du point de vue ensembliste, τG admet toujours une factorisation en surjection
et injection 19 :
τG
G .........s.......⊲ R ⊲.......i...✲ B ×B
✲
R est le graphe d’une relation d’e´quivalence (qui sera dite orbitale) sur la base
B, dont les classes sont les composantes transitives ou orbites du groupo¨ıde.
Le noyau 20 K de τg sera appele´ plurigroupe d’isotropie : c’est la somme des
groupes d’isotropie.
La situation est re´sume´e par le diagramme suivant, dans lequel le carre´ du haut
K ...........k .........⊲ B
G
j....❄
▽....
τG✲ B ×B
diagB
❄
▽
R
s...
▽
.....
⊲..........i.....✲ B ×B
wwwwwwww
est carte´sien. Les deux bords verticaux sont des exemples (tre`s de´ge´ne´re´s) de ce qu’il
convient d’appeler des suites exactes (courtes) de groupo¨ıdes 21. La suite de gauche
17Groupe de cohe´rence pour W.T. van Est.
18Peu parlante pour les peuples sans tradition maritime suffisante.
19La situation sera beaucoup plus riche et complexe dans le cas structure´. Les pointille´s dans
le diagramme attirent l’attention sur les fle`ches qui n’existeront pas toujours dans le cas structure´.
20Le noyau d’un morphisme de groupo¨ıdes est e´videmment de´fini comme image re´ciproque de
la base ou de l’ensemble des unite´s.
21La notion ge´ne´rale re´sulte de celle d’extenseurs, introduite plus loin.
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fait apparaˆıtre tout groupo¨ıde (conside´re´ d’un point de vue purement ensembliste
et alge´brique) G comme extension du graphe de l’e´quivalence orbitale R (« partie
horizontale ») par le plurigroupe d’isotropie K (« partie verticale »).
3.3. De´ge´ne´rescences. Le diagramme pre´ce´dent est susceptible de diffe´rents types
de de´ge´ne´rescence :
– les conditions suivantes sont e´quivalentes :
– τG est surjective ;
– i est bijective ;
G est dit transitif 22 ;
– les conditions suivantes sont e´quivalentes :
– τG est injective ;
– s est bijective ;
– k est bijective ;
G est alors (isomorphe a`) un graphe d’e´quivalence (de´ge´ne´rescence hori-
zontale) ; on dira que G est principal, ou de Godement ;
– τG est bijective : on dira que G est banal
23 ;
– les conditions suivantes sont e´quivalentes :
– α = β ;
– j est bijective ;
on dira que G est un plurigroupe 24 : c’est une somme de groupes, qui se
re´duit a` un groupe si de plus B est un singleton (de´ge´ne´rescence verti-
cale) ;
– ω est bijective : G sera dit nul 25.
3.4. De´composition orbitale ensembliste. Toujours d’un point de vue pure-
ment ensembliste, on peut introduire l’ensemble orbital Q, quotient de la base B
par l’e´quivalence orbitale de´finie par le graphe R. On notera
q : B .......⊲ Q
la projection canonique (de nouveau les pointille´s soulignent le fait qu’en ge´ne´ral q
n’existera pas dans le cas structure´).
La situation est re´sume´e par le diagramme suivant. On note que le carre´ carte´sien
G
R .......pr2 .....⊲
....
s ...⊲
B
α
⊲
pb
po
B
pr1.....
▽
........
.........q .......⊲
β
⊲
Q
q.....
▽
........
22Cohe´rent dans la terminologie de W.T. van Est.
23La terminologie usuelle « grossier » est a` exclure, car elle devient trop ambigue¨ pour les
groupo¨ıdes topologiques.
24Une terminologie telle que « groupe multiple » entrerait en conflit avec la notion de cate´gorie
n-uple. Signalons que Douady-Lazard ont utilise´ le terme de « groupe » dans le sens ou` nous dirons
« plurigroupe ».
25La terminologie re´pandue « discret » est a` rejeter pour la meˆme raison que « grossier ».
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• • •
G
α
⊲
β
▽
• • •
B
• • •
	
q
▽
.........
	 	
•
Q
• •
Fig. 3. De´composition orbitale d’un groupo¨ıde.
est aussi cocarte´sien (pushout square) ; autrement dit la fle`che q peut aussi eˆtre vue
comme le co-e´galisateur [McL] des deux projections du graphe R. C’est aussi le
co-e´galisateur de α et β ; le carre´ GBBQ est aussi cocarte´sien.
On a aussi une surjection r : R ........⊲ Q, que l’on peut meˆme conside´rer comme
un morphisme de groupo¨ıdes nul, c’est-a`-dire ayant pour but un groupo¨ıde nul.
La fle`che compose´e r ◦ s : G ..........⊲ Q de´termine la de´composition de G en
somme de ses composantes transitives, que nous appellerons de´composition orbi-
tale du groupo¨ıde G.26.
La structure alge´brique d’un groupo¨ıde se rame`ne donc a` l’e´tude d’une compo-
sante transitive, laquelle fait l’objet du paragraphe suivant. On verra qu’on peut
lui attacher un groupe, de´fini a` isomorphisme pre`s.
La situation est sche´matise´e par la figure 3 ci-jointe, ou` les classes d’e´quivalence
sont dans des plans verticaux.
L’espace orbital est dessine´ en tirets, pour souligner son caracte`re « virtuel » (dans
le cas structure´). Les lignes verticales en tirets surmonte´es d’un fle`che ferme´e sont
cense´es e´voquer les groupes attache´s a` ses points, par lesquels ces derniers se
trouvent munis d’une sorte de structure, en un sens ge´ne´ralise´, qui est l’ombre (pla-
tonicienne ?) ou le reflet de la situation de´crite en traits pleins aux e´tages supe´rieurs.
3.5. Trivialisation ensembliste des composantes transitives. Nous nous inte´-
ressons donc ici a` la structure d’un groupo¨ıde transitif.
Ici encore la construction sera sche´matise´e par une figure (fig4).
Sur cette figure on a dissocie´ deux copies de la base B du groupo¨ıde G, figure´es,
l’une avec des +, l’autre avec des −, conside´re´es, l’une comme le but de β, l’autre
de α, ces deux projections e´tant munies chacune de la section commune ω.
26Bien qu’en ge´ne´ral, lorsque G sera un groupo¨ıde de Lie, Q ne soit pas de´fini en tant que
varie´te´, nous verrons que la de´composition orbitale de´termine un feuilletage au sens de Sˇtefan .
14 JEAN PRADINES
· ∗
◦...........................................
E = Ge
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
E
−1
= e
G
............... · ◦
G ..................................................
trivialisation
ϕ ≈..................................✲ G′ × (B ×B)
......
....... α ⊲✛
ω ⊳
✛ς◦η ⊳
◦
• +
ω(e)
◦
G′ =
eGe
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
+++++η(B) +++
(η(
B)
)
−1
ω(B
)
+
.......
.......................
•
e
B
◦
• +
e
G′
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
+++++B +++++
B
dia
gon
ale
B
+
∗
◦ ◦β
▽
ω
△
✻
η (choix)
△
✻+
+
+
+
+
+ E×E
δ|E×E✲G=EE−1..........
ϕ
≈
✲ G′ × (B×B)
e
• +
(choix)
++++++B ++++ (z, y) ✲x=zy−1 ✲(δ(η(βx), η(αx)) ; (βx, αx))
◦ ◦
Fig. 4. Trivialisation ensembliste d’une composante transitive.
La construction repose sur le choix d’un objet e ∈ B. On pose E = Ge, E
−1 =
ς(E) = eG, et l’on note G
′ = eGe le groupe d’isotropie de e (sche´matise´ sur la figure
par une ligne verticale forme´e de ◦). On peut observer que l’on a G = δ(E,E) =
EE−1 27.
Par l’hypothe`se de transitivite´, la restriction de β a` E est encore surjective, ce
qui permet d’en choisir une section η (ceci n’e´tant en ge´ne´ral plus possible dans
le cas structure´). (On peut noter que la restriction de α a` E−1 admet ς ◦ η pour
section.)
Alors on ve´rifie facilement que les formules encadre´es dans la figure 4 de´finissent
un isomorphisme (alge´brique) ϕ entre G et le groupo¨ıde (« trivial ») produit du
groupe G′ par le groupo¨ıde banal B ×B (trivialisation).
En composant ϕ avec la projection canonique sur G′, on de´finit une e´quivalence
de groupo¨ıdes (au sens alge´brique [McL]) surjective entre G et le groupe G′.
Remarque : En raison de ce qui pre´ce`de, la plupart des cate´goriciens purs consi-
de`rent les groupo¨ıdes comme des objets ininte´ressants, puisque e´quivalents a` des
groupes. Il s’agit la` d’un double erreur d’appre´ciation :
– d’une part on ne doit pas confondre « trivialisable » et « trivial » : nous verrons
que, meˆme d’un point de vue purement alge´brique, l’e´tude des morphismes de
27Notation fre´quemment utilise´e par C. Ehresmann dans sa construction du groupo¨ıde de jauge
d’un fibre´ principal (voir ci-apre`s).
15
groupo¨ıdes (e´trangement mal connue, bien que tre`s e´le´mentaire d’un point de
vue purement alge´brique) ne se re´duit nullement a` celle des morphismes de
groupes 28 ;
– d’autre part la trivialisation pre´ce´dente n’est plus (en ge´ne´ral) possible dans
le cadre diffe´rentiable ou structure´ ; il conviendra de remplacer l’e´quivalence
pre´ce´dente par une forme convenable de l’e´quivalence de Morita.
En fait, comme nous le verrons, la the´orie des groupo¨ıdes transitifs dans le cadre
diffe´rentiable est essentiellement e´quivalente a` celle des fibre´s principaux, telle que
l’avait conc¸ue C. Ehresmann (voir l’annexe A).
Ceci permet de concevoir un groupo¨ıde de Lie ge´ne´ral comme de´crivant une va-
riation diffe´rentiable d’un fibre´ principal, laquelle autorise une variation discontinue
du groupe structural.
Ceci sera illustre´ par le cas particulier des feuilletages : la conside´ration du
groupo¨ıde d’holonomie de´crit de fac¸on diffe´rentiable la variation du reveˆtement d’ho-
lonomie des feuilles.
4. Groupo¨ıdes D-structure´s.
On se place de´sormais dans un diptyque fixe´ D, l’exemple fondamental pour
notre pre´sent propos restant le diptyque D = Dif 29.
4.1. Groupo¨ıdes dans un diptyque. La pre´sentation donne´e ci-dessus des grou-
po¨ıdes (alge´briques) comme quintuplets G = (G,B, ω, α, δ), se laisse aise´ment
transfe´rer dans le cadre des diptyques, et aboutit a` la de´finition des groupo¨ıdes
D-structure´s, ou brie`vement D-groupo¨ıdes. Les groupo¨ıdes de Lie sont les Dif -
groupo¨ıdes 30.
On trouvera beaucoup de pre´cisions et d’autres de´veloppements dans notre ex-
pose´ [P 2003].
Disons simplement que les termes du quintuplet devront eˆtre des objets ou fle`ches
de D, avec la condition supple´mentaire (annonce´e par nos notations) que α soit un
bon e´pi, ce qui assure l’existence d’un (bon) produit fibre´ comme source de δ :
∆G ⊲ ✲ G×G
α
⊲
α
⊲ B.
(Noter que les proprie´te´s que ω soit un bon mono et δ un bon e´pi n’ont pas a` eˆtre
impose´es, car ce sont en re´alite´ des conse´quences faciles des axiomes des groupo¨ıdes
et des diptyques).
Nous allons maintenant examiner ce qui subsiste, dans le cadre des diptyques,
des constructions pre´ce´dentes, lie´es aux proprie´te´s d’injectivite´/surjectivite´ de τG.
Ceci nous conduira a` une description diagrammatique de la the´orie des fibre´s
diffe´rentiables principaux selon Ehresmann, laquelle e´tend cette the´orie lorsqu’on
remplace la cate´gorie Dif par un diptyque quelconque.
28Ceci ne doit pas surprendre : ce n’est pas parce que les espaces vectoriels sont caracte´rise´s
a` isomorphisme pre`s par le cardinal de leur dimension que la the´orie des application line´aires se
re´duirait a` celle des cardinaux !
29De pre´fe´rence ici a` DifHaus, du moins pour l’e´tude des feuilletages, car celle-ci exige de
pouvoir admettre des varie´te´s non se´pare´es et des plongement non ferme´s.
30A´ chaque variante propose´e dans le tableau 1 correspondra une variante inte´ressante de cette
notion, que nous n’examinerons pas ici.
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4.2. D-groupo¨ıdes re´guliers. Les conside´rations des paragraphes 3.2 et 3.4 s’e´-
tendent essentiellement au cas structure´ dans le cas particulier important ou` la
fle`che τG est suppose´e re´gulie`re (2.2), c’est-a`-dire ou` l’on a une factorisation :
τG
G s ⊲ R ⊲ i✲ B ×B.
✲
On dira que le D-groupo¨ıde G est re´gulier.
Cette situation contient les deux cas particuliers suivants.
4.2.1. Groupo¨ıdes principaux et de Godement. Nous dirons que G est :
– de Godement si τG : G ⊲ ✲ B ×B est un bon mono (s est un iso) ;
– principal s’il existe un bon e´pi q : B ⊲ Q tel que le carre´ suivant soit
G α ⊲ B
pb
po
B
β
▽
q ⊲ Q
q
▽
carte´sien (donc parfait (B.2), c’est-a`-dire e´galement cocarte´sien).
On a : principal ⇒ de Godement.
Le the´ore`me de Godement (caracte´risation des e´quivalences re´gulie`res par leur
graphe), tel qu’il figure dans J.-P. Serre [LALG] (voir aussi N. Bourbaki [VAR]),
e´quivaut a` la re´ciproque, lorsque D = Dif.
Le diptyqueD sera dit de Godement si tout groupo¨ıde de Godement est principal.
Cette condition est ve´rifie´e dans tous les exemples du tableau 1.
Nous supposerons de´sormais, chaque fois que cela sera utile, que Dest un dip-
tyque de Godement.
Alors, pour tout D-groupo¨ıde re´gulier, on pourra e´crire dans D le diagramme
G
R pr2 ⊲
s ⊲
B
α
⊲
pb
po
B
pr1
▽
q ⊲
β
⊲
Q
q
▽
rencontre´ en 3.4 dans le cadre ensembliste. Le carre´ GBBQ sera aussi cocarte´sien.
4.2.2. Groupo¨ıdes s-transitifs. C’est le cas syme´trique du pre´ce´dent.
Nous dirons que G est s-transitif 31 lorsque le transiteur τG : G ⊲ B ×B est
un bon e´pi.
Ici la construction de 3.5 ne s’e´tend pas en ge´ne´ral, sauf dans certains diptyques
ou` les bons e´pis sont scinde´s (split), c’est-a`-dire admettent une section. Nous re-
viendrons sur cette e´tude plus loin.
31Dans cette terminologie la lettre s se re´fe`re a` la donne´e de diptyque Ds. Signalons (voir
l’annexe historique A) que, pendant plusieurs de´cennies, le terme de groupo¨ıde de Lie a e´te´ re´serve´
aux Dif -groupo¨ıdes s-transitifs.
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5. Morphismes de D-groupo¨ıdes.
5.1. Notations. On conside`re ici un deuxie`me D-groupo¨ıde H de base E = H(0).
Un D-morphisme (ou foncteur) f : H ✲ G est de´fini par un couple de fle`ches
de D, soit f : H ✲ G, f (0) = p : E ✲ B telles que :
(1) f et f (0) commutent avec ωH et ωG ainsi qu’avec αH et αG, ce qui,
par la proprie´te´ universelle des produits fibre´s, de´termine une fle`che ∆f :
∆H ✲ ∆G ;
(2) ∆f et f commutent avec δH et δG.
On notera Grpd(D) la cate´gorie des D-morphismes de D-groupo¨ıdes.
La de´finition est re´sume´e par les carre´s commutatifs de D suivants :
E p ✲ B
O(f)
H
ωH
❄
▽
f ✲ G
ωG
❄
▽
H f ✲ G
A(f)
E
αH
▽
p ✲ B
αG
▽
∆H ∆f ✲ ∆G
D(f)
H
δH
▽
f ✲ G
δG
▽
.
On aura alors aussi le carre´ commutatif :
H f ✲ G
T(f)
E × E
τH
❄
p×p ✲ B ×B
τG
❄
.
Notons qu’a` l’exception du carre´ A(f), ces carre´s peuvent se lire aussi dans
Grpd(D), en conside´rant des groupo¨ıdes nuls ou banaux.
On dira que f est un i-foncteur/un s-foncteur, lorsque f (et, par suite, comme
on peut le montrer, f (0) et ∆f) sont de bons monos/e´pis 32.
Il se trouve que les proprie´te´s alge´briques importantes d’un morphisme de grou-
po¨ıdes f sont refle´te´es par celles des carre´s commutatifs A(f) (ou D(f)) et T(f).
L’inte´reˆt de cette formulation diagrammatique est que, lorsqu’on la transfe`re au
cadre structure´, conforme´ment a` notre philosophie ge´ne´rale, elle dit bien davantage
que le contenu ensembliste sous-jacent (que nous laisserons le plus souvent au lecteur
le soin d’e´noncer), et conduit « automatiquement » aux bonnes notions.
Le morphisme f sera dit principal si sa source est un groupo¨ıde principal, nul si
sa source et/ou son but est nul (3.3).
La syme´trie de´termine un isomorphisme entre le groupo¨ıde G et son oppose´ :
ςG : G
≈
→ Gop.
Pour tout morphisme f : H ✲ G, on a le carre´ commutatif :
32Contrairement a` ce que l’on pourrait penser na¨ıvement de prime abord, ce ne sont pas les
bons candidats pour munir la cate´gorie Grpd(D) d’une structure (attendue !) de diptyque. Il y a
en fait plusieurs fac¸ons tre`s utiles de munirGrpd(D) d’une structure de diptyque (de Godement),
mais il convient pour ce faire d’imposer aux morphismes, candidats pour eˆtre de bons e´pis, diverses
conditions supple´mentaires, emprunte´es aux paragraphes suivants ; ceci nous entraˆınerait trop loin
de notre propos.
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H f ✲ G
S(f)
Hop
ςH
▽
fop✲ Gop
ςG
▽
.
(Noter que les morphismes f et fop ont la meˆme fle`che sous-jacente dans D.)
Ainsi que nos notations le soulignent, les carre´s commutatifs que l’on vient
d’e´crire de´crivent des transformations naturelles [McL] entre endofoncteurs de la
cate´gorieGrpd(D) (lesquelles associent, a` tout morphisme de groupo¨ıdes, un carre´
commutatif de groupo¨ıdes) :
ω : Ω •✲ Id, δ : ∆ •✲ Id, τ : Id •✲ Θ, ς : Id •✲ (.op) ,
ou` Ω est le foncteur « base » (qui, a` tout groupo¨ıde, associe le groupo¨ıde nul
de´termine´ par sa base), et Θ est le foncteur « banal » (qui, a` tout groupo¨ıde,
associe le groupo¨ıde banal de´termine´ par sa base). On note que ς est involutive.
On va s’inte´resser successivement aux proprie´te´s de T(f), puis de A(f)
5.2. E´quivalences, inducteurs. On conside`re ici le carre´ T(f). Il est facile de
voir que, d’un point de vue purement alge´brique, il refle`te les proprie´te´s de fide´lite´/
ple´nitude du foncteur f [McL], lesquelles se lisent sur les proprie´te´s d’injectivite´/
surjectivite´ de la fle`che canonique vers le produit fibre´ (ensembliste).
Pour simplifier, nous nous limiterons d’abord au cas ou` f : H ⊲ G est un
s-foncteur ce qui assure l’existence d’un (bon) produit fibre´.
On dira que f est une s-e´quivalence/un s-extenseur si le carre´ T(f) est bien
carte´sien/ plein (2.2), ce que re´sume le tableau ci-dessous.
T(f) f
p.b. s-e´quivalence
plein s-extenseur
5.2.1. s-e´quivalences, inducteurs. La de´finition des s-e´quivalences se traduit donc
par le (bon) carre´ carte´sien (dans D, mais aussi dans Grpd(D)) ci-dessous.
H
f
∼
⊲ G
E × E
τH
❄
p×p
∼
⊲ B ×B
τG
❄
On e´crira H = p∗∗(G), et on dira que H est induit (pulled back) par G le long
de p : E ⊲ B.
On conserve cette terminologie quand on omet l’hypothe`se (E → B) ∈ Ds, mais
que l’on exige seulement que le carre´ T(f) soit bien carte´sien (voir note de bas
de page de 2.2), et l’on dira alors que f est un inducteur (la condition alge´brique
sous-jacente est que f soit pleinement fide`le).
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Un exemple tre`s de´ge´ne´re´, mais utile, de s-e´quivalence est R ⊲ Q, ou` R est
le graphe d’une relation d’e´quivalence re´gulie`re sur B, de quotient Q, conside´re´ ici
comme groupo¨ıde nul.
Un D-groupo¨ıde principal R est ainsi caracte´rise´ par la proprie´te´ d’eˆtre s-
e´quivalent a` un groupo¨ıde nul.
Inducteurs submersifs et ouverts. Dans le cas ou` D = Dif , le produit fibre´ existe
toujours quand p est une submersion non ne´cessairement surjective, en particulier
quand E est un ouvert U de B. On peut noter UGU le groupo¨ıde induit sur U .
5.2.2. D-e´quivalences, i-e´quivalences. Ayant ainsi transfe´re´ au cadre structure´ la
notion alge´brique de « pleinement fide`le », on saura faire de meˆme pour la notion
d’e´quivalence (cate´gorique [McL]), de`s que l’on aura donne´ aussi une traduction
diagrammatique de la notion de foncteur essentiellement (ou ge´ne´riquement) sur-
jectif. C’est ce que re´alise le diagramme (assez classique) suivant (dans D), ou` l’on
f b
H u ✲ p∗(G) q ✲ G βG ⊲
✲
B⊲
E
a
▽
p ✲
α
H
⊲
B
αG
▽
a factorise´ A(f) en introduisant un produit fibre´, et ou` la surjectivite´ essentielle se
traduit par la surjectivite´ (ensembliste) de la fle`che compose´e b = βG ◦ q, que l’on
remplacera donc, conforme´ment a` notre principe me´tamathe´matique directeur, par
la condition :
b ∈ Ds.
Lorsqu’il en est ainsi, on dira que f est essentiellement s.
Cette condition est trivialement ve´rifie´e par le i-morphisme ωG : B ⊲ ✲ G.
Toute scission (= section) d’un s-e´quivalence est une i-e´quivalence.
5.2.3. E´quivalences submersives et ouvertes. Lorsque D = Dif et que p est une
submersion, la condition de s-essentialite´ se re´duit a` la condition ensembliste. En
particulier, lorsque H est le groupo¨ıde induit par G sur un ouvert U de B, elle
signifie seulement que U rencontre toutes les orbites du groupo¨ıde : nous parlerons
alors d’e´quivalence ouverte.
Un cas particulier important est celui ou` la varie´te´ de base B est somme de deux
sous-varie´te´s ouvertes B2, B1, sur lesquels G induit les sous-groupo¨ıdes ouverts
G2, G1 et ou` les restrictions p2, p1 de βG, αG a` l’ouvert
E = τ−1G (B2 ×B1)
sont (des submersions) surjectives. Alors les injections canoniques ι2, ι1 de G2, G1
dans G de´finissent des e´quivalences ouvertes de G2, G1 vers G
33. On observera que
33C’est cette situation qui a e´te´ prise pour de´finition de la Morita-e´quivalence dans la confe´rence
d’A. Weinstein. Celle-ci est aussi de´finie par ce que nous appellerons plus loin la bifibration
principale (6.2.1) B2 ⊳ p2 E p1 ⊲ B1 et les s-e´quivalences qu’elle de´termine entre G et un
sous-groupo¨ıde ouvert K de G, induit par p1 ou p2 : G2 ⊳
q2
∼
K
q1
∼
⊲ G1 (voir 7.3). Nous
privile´gions ici les s-e´quivalences afin que nos constructions s’e´tendent au cadre diptyque, ou` l’on ne
dispose que des surmersions. Nous verrons (7) qu’a posteriori toutes les notions de D-e´quivalence
conduisent a` la meˆme notion de Morita-e´quivalence dans le cadre de la the´orie des fractions, qui
rend toutes ces e´quivalences inversibles.
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la varie´te´ G est alors somme disjointe des quatre sous-varie´te´s ouvertes
G = G1 ∪G2 ∪E ∪ E
−1.
Avec les notations de 8.1, on e´crira :
G2 ⊲
ι2
e©
∼
✲ G ✛
ι1
e©
∼
⊳ G1.
5.3. s-extenseurs. En utilisant les notations de 5.2.1, la de´finition ci-dessus se
traduit maintenant par le diagramme suivant (que l’on peut lire aussi bien dans D
que dans Grpd(D)), ou` h est par hypothe`se un bon e´pi (et f = g ◦ h), dans lequel
K
k
⊲ R
r
∼
⊲ B
f
H
j
❄
▽
h
⊲ p∗∗(G)
i
❄
▽
g
∼
⊲ G
ωG
❄
▽
⊲
E × E
t
❄
p×p
∼
⊲
τ
H
✲
B ×B
τG
❄
on a fait apparaˆıtre les noyaux des morphimes, obtenus par des produits fibre´s avec
ωG (noter que les carre´s carte´siens se composent, horizontalement et verticalement).
On dira :
– que H est une extension de G par K = Kerf ;
– que K ⊲
j ✲ H
f
⊲ G est une suite exacte (courte) de D-groupo¨ıdes 34,
ainsi que R ⊲
i✲ p∗∗(G)
g
∼
⊲ G.
On notera que le noyau d’une s-e´quivalence est de Godement, donc principal.
5.4. Le contenu alge´brique sous-jacent. Observons d’abord le cas particulier
ou` p est l’identite´ de B (on dira alors que f est un B-morphisme, ou est unife`re), ou
plus ge´ne´ralement un isomorphisme (ce qui est toujours le cas pour les morphismes
de groupes).
Lorsqu’il en est ainsi les e´quivalences se re´duisent a` des isomorphismes, le noyau
d’un s-extenseur est un plurigroupe (3.3), et la situation ge´ne´ralise formellement mot
a` mot (mutatis mutandis) la the´orie des quotients de groupes par un sous-groupe
invariant (il faut seulement prendre en compte le fait que la loi de composition n’est
pas partout de´finie).
Dans le cas diffe´rentiable, la pre´sentation donne´e par J.-P. Serre dans [LALG],
essentiellement diagrammatique et reposant sur le the´ore`me de Godement, s’e´tend
alors imme´diatement dans notre cadre des diptyques de Godement (qui en est
d’ailleurs inspire´).
Le cas ge´ne´ral ne´cessite (pour traiter le cas structure´) des diagrammes un peu
plus e´labore´s (a` cause des classes bilate`res), et utilise notre notion ge´ne´rale de bon
carre´ carte´sien (voir note de bas de page de 2.2) ; il a e´te´ traite´ dans [P 1986].
34Il n’y a pas ici de ze´ro, qu’il faudrait pouvoir e´crire a` droite et a` gauche pour respecter la
notation du cas des groupes.
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Il faut noter toutefois que le traitement du contenu alge´brique sous-jacent se
re´duit ici encore pratiquement a` celui du cas des groupes 35, la seule diffe´rence
formelle importante e´tant qu’ici les classes a` droite et a` gauche ne co¨ıncident plus,
et doivent eˆtre syste´matiquement remplace´es par les classes bilate`res. Pour cette
raison nous pensons qu’il est bon d’e´crire dans le cas ge´ne´ral G = K\H/K ou
H//K (quotient bilate`re).
Une fois de plus, il est agre´able, meˆme du point de vue alge´brique, d’uni-
fier ici, par le concept d’extenseur, les deux cas de de´ge´ne´re´scence du noyau, en
(pluri)groupe ou en graphe d’e´quivalence, lesquels conduisent respectivement aux
extenseurs unife`res et aux s-e´quivalences.
En revanche le paragraphe suivant traite d’un cas de morphisme de groupo¨ıdes
fort important (de´ja` e´voque´ dans l’introduction) qui de´ge´ne`re trivialement dans le
cas des groupes (car le noyau de ces morphismes est nul !).
5.5. Acteurs. Nous conside´rons maintenant le carre´ A(f) (il serait en fait e´quiva-
lent, bien qu’un peu plus lourd, de conside´rer D(f), qui a l’avantage the´orique de
pouvoir eˆtre regarde´ dans Grpd(D), et pas seulement dans D).
Il est inutile ici d’imposer la condition p ∈ Ds (du fait que la proprie´te´ αG ∈ Ds
assure de´ja` l’existence d’un (bon) produit fibre´ factorisant le carre´), bien qu’elle soit
souvent satisfaite dans les applications (nous rencontrerons plus loin des i-acteurs
a` propos du diagramme du papillon, mais aurons surtout affaire a` des s-acteurs).
On dira que f est un D-acteur 36/-exacteur si le carre´ A(f) est carte´sien/plein
(2.2), ce que re´sume le tableau ci-dessous.
A(f) f
p.b. acteur
plein exacteur
Un acteur sera dit principal lorsque sa source est un groupo¨ıde principal. Cette
terminologie sera justifie´e dans une prochaine section.
5.5.1. Acteurs et lois d’action. La de´finition est traduite par le carre´ carte´sien sui-
vant :
H f ✲ G
E
αH
▽
p ✲ B
αG
▽
.
Notre terminologie vient de ce que, du point de vue ensembliste sous-jacent, il
y a correspondance biunivoque, a` isomorphisme pre`s, entre acteurs et lois d’action
de groupo¨ıdes 37.
35Il est d’autant plus curieux d’observer que cette situation ultra-e´le´mentaire semble universel-
lement et obstine´ment ignore´e, meˆme d’auteurs tre`s au fait de situations beaucoup plus e´labore´es.
36Ou D-foncteur d’action.
37Cette notion a rec¸u dans la litte´rature des noms varie´s, dont aucun n’e´voque cette proprie´te´
pourtant fondamentale, et dont aucun n’est adapte´ au cas structure´ : foncteurs d’hypermorphismes
(Ehresmann), fibrations discre`tes (Grothendieck et autres cate´goriciens), star bijection (Ronnie
Brown), de´roulements (W.T. van Est) ; par ailleurs le terme de « groupo¨ıde d’action » s’est aujour-
d’hui re´pandu dans la litte´rature pour de´signer la source d’un foncteur d’action, dont la structure
de groupo¨ıde ne suffit pas, a` elle seule, a` caracte´riser l’action.
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Nous esquissons, dans le cadre ensembliste, cette correspondance, facile a` ve´rifier
(dont la traduction diagrammatique permet de lui attribuer automatiquement un
sens dans le cadre structure´). Nous nous aiderons de la figure 5 ci-jointe, ou` seules
les bases sont dessine´es, qui sche´matise la notion d’action d’un groupo¨ıde G de base
B sur un ensemble E muni d’une fle`che p vers B (les fibres de p sont verticales).
Action de
G
B
▽▽
sur
E
B
p❄
h=(g,x)
x
y=g⊢x=βH (h)
•
x=αH (h)
• E
G ✛
g
βG
▽
αG
▽ x
g
p
❄
p(y)=βG(g)
•
p(x)=αG(g)
• B
H = G×
B
E
β
−→ E
(g, x) 7−→ g ⊢ x = β(g, x)
f
H⊲ i ✲p∗∗(G)
∼
pr
✲G
✲
(g, x) 7−→ (g; (g ⊢ x, x)) 7−→ g
Fig. 5.
Cette action est donne´e par une application (de´finie sur le produit fibre´ de αG
et de p) :
β : H = G×
B
E −→ E, (g, x) 7−→ g ⊢ x = β(g, x) .
Le graphe de l’application β, compose´ avec une permutation des facteurs, de´ter-
mine une injection i de H dans le groupo¨ıde p∗∗(G) = G ×
B×B
(E × E) induit 38 par
G le long de p (5.2.1).
Alors les axiomes des lois d’action de groupo¨ıdes (associativite´) se traduisent
tre`s exactement par le fait que l’image i(H) est un sous-groupo¨ıde de p∗∗(G), ce qui
munit H d’une structure de groupo¨ıde de base E (connue sous le nom de groupo¨ıde
d’action), pour laquelle βH = β.
En composant i avec la projection canonique versG, on munitH d’un morphisme
vers G, qui est un acteur au sens ou` nous venons de le de´finir.
38Si l’on ne fait pas l’hypothe`se p ∈ Ds, cette e´tape interme´diaire ne serait valable que dans
le cadre ensembliste, mais la correspondance acteurs ↔ lois d’action reste valable dans le cadre
structure´.
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Inversement la donne´e d’un acteur f : H → G , ce qui signifie que l’on a un
D-isomorphisme H
u
≈
✲ G×
B
E, de´termine une loi d’action β = βH ◦ u
−1.
Il faut noter que, si h : H ′ → H est un isomorphisme unife`re (5.4), les acteurs
f et f ′ = f ◦ h, de´finissent la meˆme loi d’action. De fac¸on plus pre´cise on e´tablit
une e´quivalence entre la cate´gorie des morphismes e´quivariants entre lois d’action
et celle des morphismes (c’est-a`-dire des carre´s commutatifs) entre acteurs 39.
Une fle`che g de G de´termine une bijection entre les fibres de p au-dessus de sa
source et de son but (voir le sche´ma de la figure 5).
Exemple 1. En prenant H = ∆G 40, f = δG, E = G et p = βG : G ⊲ B, on
aura :
u−1 : ΓG→ ∆G, (g, x) 7→ (gx, x),
et l’on voit que :
le s-acteur principal canonique δG : ∆G ⊲ G
41, (y, x) 7→ yx−1 de´crit l’action
λG : (g, x) ⊲ gx de G sur (G
βG
⊲ B) par translation a` gauche.
Exemple 2. De meˆme, en notant ∇G = ∆(Gop) 42 le produit fibre´ de la fle`che βG
par elle-meˆme, on ve´rifie que
δG : ∇G ⊲ G, (y, x) 7→ y
−1x
(division a` gauche, ou antidivision) de´termine un s-acteur principal de´crivant l’ac-
tion (a` gauche !)
λG : (g, x) 7→ xg
−1
de G sur (G
αG
⊲ B) par translation a` droite. On a ici (en gardant toujours les
meˆmes notations)
u−1 : ∆G→ ∇G, (g, x) 7→ (xg−1, x)
(ce n’est pas un isomorphisme de groupo¨ıdes principaux !).
Le couple (λG, λG) est un exemple de ce que nous appellerons plus loin actions
principales conjugue´es.
La syme´trie ςG : G→ G (vue ici comme fle`che de D, e´changeant αG et βG, et non
pas comme un morphisme de groupo¨ıdes) est e´quivariante par rapport aux deux
actions λG et λG de G. Ceci se traduit par le carre´ commutatif (dans Grpd(D)) :
∆G (ςG,ςG) ✲ ∇G
Sym(G)
G
δG
▽
=============== G
δG
▽
.
39En fait la suite montrera que le concept d’acteur se transfe`re au cas structure´ beaucoup plus
aise´ment que celui de loi d’action.
40Conside´re´ comme groupo¨ıde principal, de base G, d’espace orbital B.
41Dans le cas, e´voque´ dans l’introduction, ou` G est un groupe, le groupo¨ıde principal ∆G
devient banal.
42Selon le meˆme principe de notations qu’en 3.1.
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Remarque. Le carre´ pre´ce´dent s’e´crit, de fac¸on plus fonctorielle, comme ci-dessous,
∆G ∆(ςG) ✲ ∆(Gop)
Sym(G)
G
δG
▽
================= G
δG
▽
et peut s’obtenir comme suit, avec les notations de 5.1.
D’abord δG s’interpre`te comme la diagonale du carre´ S(δGop), ou encore de son
transpose´ :
∆(Gop) ς(∆(Gop)) ✲ (∆(Gop))op
t(S(δGop))
Gop
δGop
▽
ςGop
✲ G
(δGop )
op
▽
.
E´crivons alors la composition horizontale du carre´ transpose´ t(S(δGop)) avec le
carre´ D(ςG), soit (en remplac¸ant ∆(G
op) par ∇G) :
∆G ∆(ςG) ✲ ∇G ς(∇G) ✲ (∇G)op
D(ςG)
G
δG
▽
ςG
✲ Gop
δ(Gop)
▽
ς(Gop )
✲ G
(δGop )
op
▽
δ
G
✲
.
Ceci redonne aussitoˆt le carre´ Sym(G), puisque la fle`che compose´e du bas donne
l’identite´.
On peut aise´ment ve´rifier le contenu ensembliste sous-jacent a` ce diagramme
commutatif, en observant que l’on a :
ς(Gop) = ςG, ∆(ςG)(y, x) = (y
−1, x−1), ς∆G(y, x) = (x, y),
(δGop)
op = δG, δ(Gop)(y, x) = y .
Gop
x−1 = x−1 .
G
y = δG(x, y) .
Les actions (a` gauche) du groupo¨ıde oppose´ Gop sont aussi appele´es actions a`
droite de G. Nous les noterons (x, g) 7→ x ⊣ g. La syme´trie ςG associe a` toute
action a` droite x ⊣ g une action a` gauche g ⊢ x = x ⊣ g−1. Les acteurs associe´s
sont f : H → G et la diagonale du carre´ S(f), a` savoir f ς = ςG ◦ f : H → G
op. En
particulier les actions a` droite ρG = (λG)
ς et (ρ)G = (λG)
ς associe´es a` λG et λG
sont donne´es par x ⊣ g = g−1x et x ⊣ g = xg.
Ceci est re´sume´ par le tableau suivant, ou` l’on utilise partout la multiplication
de G (et non de Gop !).
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Actions de G Actions de Gop
Acteurs : δG δG (δG)
ς (δG)
ς
(y, x) 7→ yx−1 y−1x xy−1 x−1y
Actions a` gauche : λG λG
g ⊢ x = gx xg−1
Actions a` droite : ρG = (λG)
ς ρG = (λG)
ς
x ⊣ g = g−1x xg
Contrairement a` un usage re´pandu dans la the´orie des fibre´s principaux, nous
nous rame`nerons toujours en principe a` des actions a` gauche 43.
Particulie`rement important est le cas des acteurs principaux, associe´s aux lois
d’action principales, c’est-a`-dire le cas ou` H est principal (3.3) ; nous le noterons
alors souvent R. Nous consacrerons un paragraphe spe´cial a` ce cas.
5.5.2. Acteurs locaux. Conside´rons maintenant le flot d’un champ de vecteurs sur
une varie´te´ se´pare´e B 44, qui est de´fini dans un ouvert de R×B :
(t, x) 7→ ft(x).
Bien qu’il s’agisse seulement d’une action locale de R, l’application :
(t, x) 7→ (t, (ft(x), x)), U → R× (B ×B)
de´finit encore un diffe´omorphisme de U sur un sous-groupo¨ıde de Lie H plonge´ dans
R× (B ×B), ceci traduisant la proprie´te´ d’associativite´ d’un flot.
Ici le morphime f : H → R de´finit un plongement ouvert de H dans le produit
R × B , qui n’est bijectif que si le flot est complet. On dira que f est un acteur
local.
Remarque. La the´orie de R. Palais de la globalisation d’un loi d’action locale peut
eˆtre e´tendue dans le cadre des diptyques en utilisant le diagramme du papillon
indique´ plus loin et la notion d’actions conjugue´es, mais ceci ne peut eˆtre de´veloppe´
ici.
5.6. Exacteurs. La de´finition donne´e ci-dessus est traduite par le diagramme sui-
vant, qui factorise A(f) (dans D) 45.
43Vu la multiplicite´ des combinaisons possibles pour les choix des conventions concernant les
sources et les buts, les actions a` droite ou a` gauche, et les constructions du groupo¨ıde d’action
associe´ a` une loi d’action (combinaisons que les auteurs varie´s se sont efforce´s d’exploiter toutes !),
nous avons cru utile d’expliciter les formules ci-dessus concernant les quatre lois d’action a` gauche
ou a` droite associe´es aux translations a` gauche ou a` droite dans G ou Gop, et les groupo¨ıdes
d’action et acteurs associe´s.
44Nous prenons donc ici D = DifHaus.
45La condition ensembliste sous-jacente joue un roˆle important. Dans la litte´rature cate´gorique,
elle est ge´ne´ralement connue sous le nom de (op)fibrations ou foncteurs fibrants, et star surjections
chez Ronnie Brown, terminologies qui ne conviennent pas dans le cadre structure´.
26 JEAN PRADINES
f
H
s
⊲ p∗(G)
q ✲ G
✲
E
a
▽
p ✲
α
H
⊲
B
αG
▽
Dans le cadre structure´, elle fournit la bonne condition pour l’existence de pro-
duits fibre´s 46. Mieux, on peut montrer que les s-exacteurs peuvent (entre autres
choix possibles) eˆtre pris pour les bons e´pis d’une structure de diptyque (de Gode-
ment) sur la cate´gorie Grpd(D), mais ceci ne peut eˆtre de´veloppe´ ici.
Remarques.
(1) On a : s-extenseur ⇒ s-exacteur.
(2) un exacteur est essentiellement s (5.2.2) si et seulement si c’est un s-
exacteur.
6. Conjugaison des actions principales.
6.1. Fibre´s principaux et D-groupo¨ıdes s-transitifs. Comme il est dit dans
l’annexe historique A, la premie`re motivation de C. Ehresmann pour l’introduction
des groupo¨ıdes diffe´rentiables en Ge´ome´trie fut l’e´tude des fibre´s, et d’abord des
fibre´s principaux a` groupe structural auxquels ils sont associe´s. Le « groupo¨ıde
des isomorphismes de fibre sur fibre » est ce qui est souvent appele´ aujourd’hui le
groupo¨ıde de jauge. C’est un D-groupo¨ıde s-transitif 47, qui peut eˆtre de´crit comme
quotient d’un groupo¨ıde banal E × E par l’action diagonale du groupe structural
(e´videmment compatible avec cette loi triviale de groupo¨ıde).
Inversement, si G est un D-groupo¨ıde s-transitif de base B, le choix d’un point
e ∈ B de´termine sur E = Ge une structure de fibre´ principal de base B, dont la
projection est p = β|E, admettant G
′ = eGe pour groupe structural et G pour
groupo¨ıde de jauge.
Les actions (principales) de G et G′ sur E sont les restrictions respectives a` E
des actions (a` gauche sur G) λG et λG, de´crites dans 5.5.1 (Exemple 2), lesquelles
commutent.
La construction de l’e´quivalence ensembliste G ..........
∼
⊲ G′ de´crite dans 3.5 ne
subsiste pas dans le cadre structure´ (en l’absence d’une section η de p), mais nous
esquisserons la construction d’une double s-e´quivalence :
G ⊳
∼
K
∼
⊲ G′
qui sera un cas particulier d’e´quivalence de Morita.
46Les produits fibre´s de morphismes de groupo¨ıdes existent toujours dans le cadre ensembliste,
mais, dans le cadre des groupo¨ıdes de Lie, contrairement a` ce qui semble trop souvent admis
implicitement a` tort dans la litte´rature, la seule existence du produit fibre´ en tant que varie´te´
ne suffit pas a` assurer que celle-ci-ci soit le support d’un groupo¨ıde de Lie (on doit assurer la
condition fondamentale αG ∈ Ds) !
47Rappelons une fois de plus que le terme de groupo¨ıdes de Lie est reste´ longtemps re´serve´ au
cas particulier des D-groupo¨ıdes s-transitifs, avec D = DifHaus (2.2).
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Nous donnerons de cette construction une description diagrammatique. Celle-
ci, non seulement transfe`re la construction dans le cadre des diptyques 48, mais
re´tablit, dans un cadre plus large, la syme´trie des roˆles joue´s par le groupe structural
et le groupo¨ıde de jauge (masque´e par des de´ge´ne´rescences tre`s dissyme´triques), et
de´finit une remarquable correspondance involutive (a` isomorphisme pre`s), que nous
appelons conjugaison, entre acteurs principaux (donc entre lois d’action principales,
ou entre classes d’isomorphie de fibre´s principaux).
6.2. Acteurs principaux.
6.2.1. Le diagramme du papillon. Le paragraphe pre´ce´dent fournit l’exemple fon-
damental de la double de´ge´ne´rescence (dissyme´trique !) de la notion ge´ne´rale de
s-acteur principal (5.5.1) :
R
r
act
⊲ G.
Dans un cas, G de´ge´ne`re en un groupe G′ (groupe structural), et le graphe d’e´qui-
valence re´gulie`re R′ de´finit la base B de l’espace fibre´ E, qui est aussi celle du
groupo¨ıde de jauge s-transitif G. Dans l’autre, c’est le groupo¨ıde principal R qui
de´ge´ne`re en groupo¨ıde banal ; la relation d’e´quivalence de´ge´ne`re en l’e´quivalence
grossie`re, dont le quotient (ponctuel) de´finit la base (de´ge´ne´re´e) du groupe struc-
tural.
Il est tre`s remarquable que, via le the´ore`me de Godement, la description clas-
sique, relativement complique´e, d’une fibration principale (localement triviale), telle
qu’on la trouve par exemple dans [VAR], soit e´quivalente a` la donne´e (fort simple)
d’un s-acteur principal, et prenne ainsi automatiquement un sens dans le contexte de
tout diptyque de Godement. En revanche, dans le contexte purement topologique,
les conditions de locale trivialite´ n’ont pas de bonne traduction diagrammatique.
La situation ge´ne´rale, parfaitement syme´trique 49, est de´crite par le diagramme
suivant, qui est un cas particulier (syme´trique) du « diagramme du papillon » .
R R′
K
✛
i
′
⊳⊲
i
✲
G
act r
▽
⊳
q
∼
G′
r′ act
▽
q ′
∼
⊲
Dans ce diagramme (commutatif de Grpd(D)) :
– R et R′ sont des D-groupo¨ıdes principaux (4.2.1) ;
– G et G′ sont des D-groupo¨ıdes de bases respectives B et B′ ;
– K est un D-groupo¨ıde de base E ;
48La the´orie classique se de´roule dans le diptyque DifHaus (2.2), mais reste automatique-
ment valable dans le diptyque Dif (varie´te´s non suppose´es se´pare´es et plongements non suppose´s
ferme´s).
49Cette situation est de´crite dans le cadre topologique dans l’article d’A. Haefliger de [Ast.
116], selon une pre´sentation attribue´e a` G. Skandalis. Il semble que, dans ce contexte, la stabilite´
des conditions de locale trivialite´ par composition des e´quivalences de Morita, et des morphismes
ge´ne´ralise´s (qui n’est d’ailleurs invoque´e dans cet article que dans des cas particuliers) soule`ve des
difficulte´s.
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– q et q′ sont des s-e´quivalences (5.2.1), de noyaux respectifs R′ etR, de sorte que
les diagonales du diagramme sont des suites exactes (courtes) ; les restrictions
de q, q′ aux bases seront note´es :
p = q(0) : E ⊲ B, p′ = q′
(0)
: E ⊲ B′;
par suite B et B′ sont les quotients de E par les relations d’e´quivalence de´finies
respectivement par R′ et R ;
– r et r′ sont des s-acteurs, qui seront dits conjugue´s.
On dit parfois que B′ ⊳
p′
E
p
⊲ B est une bi-fibration principale.
La proprie´te´ remarquable du diagramme pre´ce´dent est que la seule connaissance
de l’acteur principal r de´termine r′ a` isomorphisme pre`s, d’ou` le terme de conju-
gaison.
La de´ge´ne´rescence dissyme´trique de´crite au paragraphe pre´ce´dent 6.1 est celle
qui suit, ou` δ et δ′ sont des restrictions de δG, δG.
E ×
{e}
E E ×
B
E
K
✛
i
′ ⊳⊲ i
✲
G
δ
▽
⊳
∼
s
(
∼ ✲ ) G′
δ
▽
′
∼
s ′
⊲
La fle`che en pointille´s du bas rappelle l’e´quivalence purement ensembliste de´crite
en 3.5. On lui donnera dans la suite un sens nouveau restant valable dans le contexte
structure´ (e´quivalence de Morita).
6.2.2. Fibre´s associe´s. Nous ouvrons ici une simple parenthe`se, car nous serions
entraˆıne´s trop loin de notre sujet, pour indiquer comment se situerait la the´orie des
fibre´s associe´s a` un fibre´ principal.
Il convient de de´crire l’action du groupe structural sur la fibre type par un ac-
teur (qui n’est plus en ge´ne´ral principal) et de former le carre´ carte´sien de´crivant le
produit fibre´ avec l’acteur principal, que nous appellerons carre´ principal. Le dia-
gramme s’e´tend alors en un diagramme tridimensionnel (on rajoute une e´paisseur),
qui permet d’e´tendre la conjugaison aux carre´s principaux.
Ceci ge´ne´ralise la construction du fibre´ associe´, laquelle conjugue l’action du
groupe structural sur la fibre type avec l’action du groupo¨ıde de jauge sur le fibre´
associe´.
Entre autres applications de ce type de construction, on peut ainsi retrouver
et ge´ne´raliser conside´rablement la the´orie de la globalisation des lois d’action de
groupes de R. Palais. . .
6.3. Structure du cœur du papillon. Le groupo¨ıde K (de base E) posse`de une
structure supple´mentaire tre`s riche et extreˆmement remarquable (ici seulement es-
quisse´e), que l’on pourrait appeler structure d’ acto¨ıde bi-principal, pour indiquer
que, bien que non principale, sa structure de groupo¨ıde peut eˆtre reconstitue´e, de
diffe´rentes fac¸ons, a` partir de groupo¨ıdes principaux, c’est-a`-dire de´ge´ne´re´s, autre-
ment dit a` partir de relations d’e´quivalence (nous donnerons plus loin, dans la figure
6 un sche´ma qui aidera a` visualiser la situation alge´brique) :
– il est induit (5.2.1) a` la fois par G le long de q et par G′ le long de q′ ;
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– il se de´compose en produit (« tordu » ) des deux sous-groupo¨ıdes (princi-
paux) R et R′, en ce sens que les restrictions de δK et δK induisent des
D-isomorphismes :
κ : R×
α
R′ → K, κ : R′ ×
α
R→ K;
– cette de´composition permet de munir K d’une structure de groupo¨ıde double
(au sens d’Ehresmann) K = (R,R′), de bases respectives R′, R.
Cette dernie`re proprie´te´ signifie que les fle`ches ωR, αR, δR de´finissant la structure
de groupo¨ıdeR sont des morphismes relativement a` l’autre 50 structure de groupo¨ıde
R′ (et de meˆme en e´changeant R et R′).
Mais cette structure de groupo¨ıde double posse`de ici deux proprie´te´s supple´men-
taires tre`s particulie`res :
(1) K est ce que nous appellerons un acto¨ıde, ce qui signifie que les morphismes
ωR, αR, δR, sont en fait ici des acteurs (relativement aux structures de
groupo¨ıdes associe´es a` R′), et syme´triquement 51 ;
(2) cet acto¨ıde K est bi-principal, en ce sens que les groupo¨ıdes R et R′ sont
principaux.
Les lois de R et R′ sont induites par deux lois banales sur E2 :
(τR′ × τR′) ◦ τR : R ⊲ ✲ E4
(τR × τR) ◦ τR′ : R
′ ⊲ ✲ E4 .
La relation d’e´quivalence sur R de´finie par le graphe R′ a pour quotient l’objet
de D sous-jacent a`G, ce que l’on peut traduire (cf. 5.2.1) en disant que q de´termine
une s-e´quivalenceR′
∼
⊲ |G|, ou` la notation | | de´signera le groupo¨ıde nul associe´
a` l’objet de D sous-jacent a` un groupo¨ıde. Mais par ailleurs q de´termine aussi un
s-acteur : R
act
⊲ G (de´crivant une action de G sur R′).
Ceci conduit finalement a` une nouvelle lecture du diagramme du papillon (ayant
le meˆme diagramme sous-jacent dans D) dans la cate´gorie des morphimes doubles
(R, |R|) (|R′|, R′)
(R,R′)
✛
ωR
ac
t
⊳⊲
ω
R ′
act ✲
(G, |G|)
act r act
▽
⊳
ac
t
q
∼
(|G′|, G′)
act r′ act
▽
act
q ′
∼
⊲
50On notera qu’en fait ωR et δR seront donc des morphismes doubles.
51On peut montrer que, de fac¸on ge´ne´rale, un acto¨ıde de´finit une troisie`me loi de groupo¨ıde,
la loi mixte (ou diagonale), qui n’est autre ici que la loi de K. La construction de la loi mixte,
dans le cas ge´ne´ral, peut eˆtre interpre´te´e comme une ge´ne´ralisation syme´trique du produit semi-
direct. La situation alge´brique sous-jacente a e´te´ rencontre´e dans des contextes varie´s et divers
cas particuliers, sous des noms diffe´rents, par de nombreux auteurs, entre autres Ronnie Brown,
K. Mackenzie, A. Weinstein, P. Dazord, et alii, et nous ne chercherons pas a` faire l’historique de
cette notion, qui, sous sa forme diagrammatique, acquiert des significations riches et varie´es dans
les diffe´rents contextes structure´s.
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(entre groupo¨ıdes doubles 52). Chacun de ces morphismes de´termine deux mor-
phismes de groupo¨ıdes, ayant le meˆme support dans D, mais des proprie´te´s dif-
fe´rentes, indique´es par les deux e´tiquettes, dans l’ordre indique´.
Ici les diagonales ne sont plus des suites exactes. Le meˆme couple de D-fle`ches
de´termine ici un couple d’acteurs principaux :
G ⊳
q
act
R, R′
q′
act
⊲ G′
repre´sentant les actions diagonales (principales) associe´es aux actions de´finies par
le couple
G ⊳
r
act
R, R′
r′
act
⊲ G′
et non plus le couple d’e´quivalences :
G ⊳
q
∼
K
q′
∼
⊲ G′.
6.4. Le papillon canonique d’un D-groupo¨ıde. Nous donnons ici le diagramme
canonique de´crivant la conjugaison annonce´e des lois λG et λG (associe´es aux trans-
lations a` droite et a` gauche), c’est-a`-dire des acteurs δG et δG (5.5.1). Le cœur du
∆G ∇G
G
✛
ιG
⊳⊲
ιG
✲
G
act δG
▽
⊳
pi
↓
G
∼
G
δG act
▽
pi ↑
G
∼
⊲
diagramme G (notation d’Ehresmann) est ici le groupo¨ıde des carre´s commu-
tatifs (ou quatuors) de G (qu’il conviendra ici d’e´crire avec des fle`ches dirige´es
vers la gauche et vers le bas), muni de sa loi de composition horizontale (qu’il est
bon d’e´crire ici de droite a` gauche). Les fle`ches π↓G, π
↑
G sont, comme la notation le
sugge`re, les projections sur les coˆte´s du carre´ situe´s en bas ou en haut.
Les de´compositions κ et κ′ ci-dessus selon les deux sous-groupo¨ıdes principaux
prennent ici l’aspect (tre`s ge´ome´trique !) des de´compositions du carre´  (a` l’aide
d’une diagonale) en deux triangles juxtapose´s ∆∇, ou ∇∆, vus comme des carre´s
avec un coˆte´ de´ge´ne´re´.
Les actions diagonales e´voque´es en 6.3 sont ici les actions de G aux sommets du
haut ou du bas des triangles ∆ et ∇.
On prendra bien garde que la structure de groupo¨ıde double (ici acto¨ıde prin-
cipal) de´crite ci-dessus n’a rien a` voir avec la structure de groupo¨ıde double bien
connue de´finie par les lois horizontale et verticale (cette dernie`re n’intervient pas
ici) !
La bi-fibration n’est autre que
B ⊳
αG
G
βG
⊲ B.
6.5. Visualisation des trois lois de groupo¨ıde sur le cœur du papillon. Le
sche´ma ci-joint (fig. 6) aide a` visualiser, dans le cas ge´ne´ral (syme´trique), le contenu
ensembliste ou alge´brique, tre`s e´le´mentaire, sous-jacent au diagramme du papillon,
et a` comprendre la structure du cœur du papillon.
52Qui sont en fait tous des acto¨ıdes(6.3), pre´sentant diverses de´ge´ne´rescences.
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G′ ⊲⊲B
′
y• •x •α(g′) (K
E
▽▽
)
∼
q′
⊲
G′
B′
▽▽

y′•
✛
k
•x′
g′
❄ •β(g′)
E p′ ⊲ B′
✛ gG
B
▽▽
(
G
B
▽▽
)
∼ q
▽
p
▽
β(g)
•
α(g)
• B
y = g ⊳ x, x′ = g′▽x
y′ = g ⊳ x′ = g′▽y
α(k) = x, β(k) = y′
p∗∗(G) ≈ K ≈ p′
∗∗
(G′)
g = q(k), g′ = q′(k)
Fig. 6. Conjugaison de deux fibrations principales.
La correspondance entre groupe structural et groupo¨ıde de jauge pour un fibre´
principal classique est le cas particulier ou` B′ est un singleton, la relation d’e´qui-
valence correspondante e´tant grossie`re (elle passe inaperc¸ue !). Cette dissyme´trie
masque la simplicite´ de la description ge´ome´trique de la situation ge´ne´rale.
Sur la figure, les fibres horizontales/verticales sont les classes de l’e´quivalence
de´finie par le graphe R/R′, associe´e a` la projection p′/p.
Le groupo¨ıde G/G′ est le quotient de R/R′ par la relation d’e´quivalence dont
la projection est q/q′, et dont le graphe est R′/R, avec la compostion verticale/
horizontale ; la deuxie`me structure de groupo¨ıde de ce dernier, donne´e par la loi
horizontale/ verticale R/R′, donne, par la loi quotient, la structure de groupo¨ıde
(non nul) de G/G′.
L’action de G (sur les fibres verticales) est repre´sente´e horizontalement, et celle
de G′ verticalement (sur les fibres horizontales). Ces actions commutent. Ceci est
me´morise´ en notant ces actions respectivement :
g ⊳ x et g′▽x.
Les e´le´ments de K sont figure´s par les quatre sommets d’un carre´, dont les
sommets adjacents sont, horizontalement ou verticalement, e´quivalents.
Pour s’en tenir au point de vue purement ensembliste ou alge´brique, la proprie´te´
fondamentale, traduisant le fait que K est un acto¨ıde (principal), (6.3) est que trois
des sommets du carre´ de´crivant k de´terminent uniquement le quatrie`me, ce que l’on
peut exprimer en disant que les relations d’e´quivalence R et R′ sont transverses.
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La loi de composition horizontale/verticale de R/R′ se lit imme´diatement sur la
figure, d’ou` la structure de groupo¨ıde double K = (R,R′). Rappelons que les fle`ches
horizontales sont dans R, et les fle`ches verticales dans R′.
Quant a` la loi (non de´ge´ne´re´e !) de K (loi mixte ou diagonale de l’acto¨ıde), elle
se lit aise´ment sur le sche´ma ci-joint, compte tenu de la proprie´te´ fondamentale,
(z)✛ y✛ x
z′
❄✛ y′
❄✛✛
k
x′
❄
z′′
❄✛✛
k
′
y′′
❄✛ (x′′)
❄
qui permet de comple´ter le grand carre´ (sommets x′′ et z), en comple´tant les deux
petits carre´s incomplets.
On prendra garde que, lorsqu’on applique la construction ci-dessus au cas par-
ticulier du papillon canonique d’un groupo¨ıde G (6.4) (avec E = G), les sommets
du carre´ ci-dessus, qui sont ici des fle`ches de G, ne sont pas les quatre coˆte´s du
carre´ commutatif de G, mais les deux coˆte´s verticaux et les deux diagonales, tan-
dis que les coˆte´s du carre´ ci-dessus sont maintenant les quatre triangles des deux
de´compositions du carre´ ∆∇, et ∇∆.
Lorsqu’on munit G de la structure de groupo¨ıde double ainsi de´finie (a` ne pas
confondre avec celle qui est de´finie par les compositions horizontale et verticale !), on
pourra le noter ⊠G, pour e´voquer la de´composition en quatre triangles admettant
chacun une diagonale pour un de ses bords.
7. Inversion des e´quivalences : e´quivalences de Morita.
La re´fe´rence est ici [P 1989], ou` figurent les e´nonce´s pre´cis (fascicule de re´sultats).
7.1. Introduction. L’e´quivalence de Morita, ou D-Morita-e´quivalence est ici in-
troduite dans le cadre ge´ne´ral d’un diptyque fixe´ D 53, en privile´giant les s-e´quiva-
lences.
Lorsque D = Dif , on peut dans certains cas particuliers remplacer les submer-
sions surjectives par les submersions injectives (plongements ouverts) ; c’est cette
version qui a e´te´ utilise´e dans la confe´rence d’A. Weinstein (voir la note de bas de
page de 5.2.2, et ci-apre`s 7.3, ou` l’on esquisse le passage d’un point de vue a` l’autre,
avec renversement du sens des fle`ches d’e´quivalences).
Ces deux pre´sentations correspondent a` diffe´rents choix privile´gie´s de repre´sen-
tants d’une meˆme fle`che de la cate´gorie de fractions G˜rpd(D) , dans laquelle on
rend inversibles toutes les s-e´quivalences, et a posteriori toutes les D-e´quivalences,
ainsi transforme´es en isomorphismes.
53Pour faciliter le langage, et bien que ce ne soit pas indispensable, nous supposons ici implici-
tement que D est muni d’un foncteur d’oubli vers Ens, et conside´rons les objets de D comme des
structures posse´dant un support ensembliste, pour pouvoir utiliser le langage ensembliste. Nous
emploierons souvent le terme de plongement pour de´signer les bons monos.
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Ces fle`ches seront appele´es D-me´romorphismes 54pour rappeler qu’elles ont un
de´nominateur, et D-holomorphismes lorsque ce de´nominateur est trivial ; il s’ave`re
a posteriori que l’holomorphisme [f ] de´fini par un morphisme de D-groupo¨ıdes f
s’identifie a` la classe des morphismes qui lui sont isomorphes (au sens des transfor-
mations naturelles de foncteurs [McL]) 55 . Nous notons [Grpd](D) la sous-cate´gorie
des D-holomorphismes.
Il s’ave`re que, pour de´finir la composition de ces nouvelles fle`ches et les interpre´ter
comme fle`ches d’une cate´gorie de fractions, il est bien pre´fe´rable, plutoˆt que de
chercher a` travailler avec des repre´sentants privile´gie´s (c’est-a`-dire de´finis a` isomor-
phisme pre`s), d’utiliser une classe de repre´sentants, ce qui est l’analogue exact de la
construction des rationnels utilisant l’e´quivalence engendre´e par : (p, q) ∼ (pr, qr) :
le produit de deux fractions irre´ductibles ne fournit pas directement le repre´sentant
irre´ductible !
Cette construction est infiniment plus simple que celle du calcul ge´ne´ral des
fractions de´crite par Gabriel-Zisman [GZ], d’ailleurs ici inapplicable, et ou` l’on
doit conside´rer des e´quivalences de diagrammes plus complique´es. Un repre´sentant
privile´gie´, avec son interpre´tation ge´ome´trique en termes de lois d’action, est alors
l’analogue exact d’un repre´sentant irre´ductible. Toutefois une diffe´rence importante,
exigeant quelque pre´caution, est qu’ici la fraction p/1 ne sera pas de´finie, et l’image
de p est en fait [p] et non p/1.
Les proprie´te´s qu’il conviendra d’imposer au couple (p, q), dont le de´nominateur
q sera ensuite une s-e´quivalence, s’expriment tre`s simplement dans le cadre du
diagramme du papillon, apparu dans la section pre´ce´dente dans un cas particulier.
Ainsi s’expliquent les de´finitions qui vont suivre, dans lesquelles la notion d’ex-
acteur (5.6) s’ave`re tre`s utile (bien que d’interpre´tation ge´ome´trique moins simple).
Rappelons qu’un exacteur posse`de un noyau en tant qu’objet de Grpd(D), de´fini
par produit fibre´ avec la fle`che unite´ ωG (ou` G est son but).
7.2. Fractions et me´romorphismes.
7.2.1. Conditions de transversalite´. Nous avons de´ja` rencontre´ des cas particuliers
de la situation suivante.
Soient K un D-groupo¨ıde de base E, et M, N deux sous-groupo¨ıdes (c’est-a`-dire
munis de deux bons monos i, j de M, N vers K) unife`res (c’est-a`-dire de meˆme
base E), et notons L le produit fibre´ de αM , αN , qui est plonge´ dans ∆K.
Nous dirons que M et N sont transversaux (resp. transverses) dans K si la
restriction de δK a` L est un bon e´pi (resp. un isomorphisme). Ceci sera note´M ⋔ N
(resp.M⊤N). Ceci implique que S =M ∩N est un sous-groupo¨ıde (plonge´) de M
et de N , qui sera en particulier principal de`s qu’il en est ainsi pour l’un d’eux.
On pourra alors diviser par S (nos de´finitions permettent de le faire dans le cadre
structure´) pour ramener un couple transversal a` un couple transverse.
54Dans le cadre topologique, ce sont essentiellement les morphismes ge´ne´ralise´s introduits
inde´pendamment, dans des langages et des cadres tre`s diffe´rents, par W.T. van Est et A. Haefliger
(s’inspirant de G. Skandalis). Toutefois les conditions de locale trivialite´ topologique impose´es par
ce dernier ne paraissent pas se preˆter a` une de´finition ge´ne´rale de la composition de ces morphismes
topologiques.
55Appele´e parfois classe d’homotopie de f . Dans le cas particulier ou` f est un automorphisme
de groupe, [f ] n’est autre que la classe de conjugaison de f , parfois appele´e automorphisme
exte´rieur ; ceci sugge`re pour les holomorphismes une autre terminologie, a` savoir exomorphismes.
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Remarque. La donne´e sur K de deux sous-groupo¨ıdes tranverses munit K d’une
structure d’acto¨ıde (voir 6.2.2), en ge´ne´ral non bi-principal ici, dont la loi de K est
la loi mixte.
Supposons maintenant que N soit le noyau d’un exacteur p : K
exa✲ G. On
a alors M ⋔ N (resp. M⊤N) si et seulement si u = pi est un exacteur (resp. un
acteur).
Par suite, si M est aussi le noyau d’un exacteur q : K
exa✲ H , on aura (en
posant v = qj) :
(u est un [ex]acteur) ⇔ (v est un [ex]acteur).
On dira alors que les [ex]acteurs p et q sont cotransverses [resp. cotransversaux ].
La situation est re´sume´e par les diagrammes de papillon suivants :
N M
K
✛
i
⊳⊲
j ✲
H
exa v
❄✛
ex
a
q
G
u exa
❄
exa
p ✲
N M
K
✛
i
⊳⊲
j ✲
H
act v
❄✛
ex
a
q
G
u act
❄
exa
p ✲
avec N = Kerp, M = Kerq.
7.2.2. Fractions. On conside`re maintenant des couples d’exacteurs (p, q) de meˆme
source, de la forme :
H ✛
exa
K
exa✲ G
sur lesquels on fait ope´rer a` la source des exacteurs de la forme k : K ′
exa✲ K.
On dira que les couples (p, q) et (p′, q′) sont isomorphes s’il existe un isomor-
phisme k tel que l’on ait p′ = pk, q′ = qk. La classe d’isomorphie sera dite la
fraction de´finie par le couple (p, q), et note´e p/q .
On dira qu’ils sont e´quivalents s’il existe un couple de s-e´quivalences (k, k′) telles
que l’on ait : pk = p′k′, qk = q′k′ (le fait que ce soit bien une relation d’e´quivalence
re´sulte des proprie´te´s de la cate´gorie des s-e´quivalences). La classe d’e´quivalence de
(p, q) est note´e pq−1 , et on dit qu’elle est repre´sente´e par la fraction p/q.
7.2.3. Me´romorphismes. La cotransversalite´ du couple (p, q) est invariante par e´qui-
valence ; c’est donc une proprie´te´ de la classe pq−1. La cotransversite´ est inva-
riante par isomorphie, et traduit une proprie´te´ de la fraction p/q, qui est alors dite
irre´ductible. Toute classe cotransversale posse`de un repre´sentant irre´ductible p/q
(bien de´fini en tant que fraction).
La proprie´te´ pour le nume´rateur p ou le de´nominateur q d’eˆtre une s-e´quivalence
est e´galement invariante par e´quivalence.
Ceci permet de dire que la classe d’e´quivalence pq−1 est unme´romorphisme si elle
est cotransversale et si ses de´nominateurs sont des s-e´quivalences. Ses repre´sentants
peuvent donc eˆtre de´crits par des papillons du type ci-dessous (qui de´crivent un
me´romorphisme pq−1 deH vers G), celui de droite (de´fini a` isomorphisme pre`s)
e´tant le repre´sentant irre´ductible :
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N R
K
✛
i
⊳⊲
j ✲
H
exa v
▽
⊳
∼
q
G
u exa
❄
exa
p ✲
N R
K
✛
i
⊳⊲
j ✲
H
act v
▽
⊳
∼
q
G
u act
❄
exa
p ✲
avec N = Kerp, et R = Kerq principal. La diagonale ascendante est une suite
exacte. Dans le diagramme de droite, on a de plus R ∩ N nul. Comme on l’a dit,
on se rame`ne a` ce cas en divisant par le sous-groupo¨ıde principal S = R ∩N .
Les me´romorphismes seront note´s avec des tirets : H ✲ G.
Interpre´tant les acteurs u, v d’un repre´sentant irre´ductible en termes de lois
d’action (5.5.1), on retrouve la description ge´ome´trique donne´e par Haefliger dans
le cadre topologique [Ast. 116] (noter qu’ici les conditions de locale trivialite´ sont
des conse´quences automatiques des donne´es structure´es) : deux lois d’action de
groupo¨ıdes sur une bi-fibration au-dessus de leurs bases respectives, commutant
entre elles, l’une d’elles e´tant principale.
L
∼
s
K
⊳
∼
n
′
pb J
exa
p ′
✲
exa
r
H
▽
pq−1 ✲
⊳
∼
q
G mn−1 ✲
⊳
∼
n
exa
p
✲
F
❄
exam
✲
rs−1=(mn−1)(pq−1)
✲
Fig. 7. Composition des me´romorphismes.
7.2.4. Composition. La composition des me´romorphismes est beaucoup plus facile
a` de´finir si l’on ne s’astreint pas a` travailler exclusivement avec des repre´sentants
irre´ductibles. Elle re´sulte du diagramme commutatif ci-joint (voir figure 7), que l’on
construit en comple´tant les donne´es (m,n), (p, q) par produit fibre´ et composition
des fle`ches.
Il faut noter que la composition de deux repre´sentants irre´ductibles ne donne
pas directement un repre´sentant irre´ductible du compose´.
Une fois e´tablies les proprie´te´s des sous-cate´gories des s-e´quivalences et des exac-
teurs, c’est un simple jeu diagrammatique de s’assurer que la classe d’e´quivalence
du compose´ ne de´pend pas des choix des repre´sentants. Il faut aussi ve´rifier (tou-
jours de fac¸on diagrammatique) la stabilite´ de la condition de cotransversalite´ (et
non de cotransversite´ !) par composition.
On a ainsi construit la cate´gorie G˜rpd(D) .
7.2.5. Holographes et holomorphismes. Comme nous l’avons annonce´, la de´finition
du foncteur canonique (non fide`le ! [McL]) :
[ ] : Grpd(D)→ G˜rpd(D)
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n’est pas (f : H → G) 7→ f/IdH , car le couple (f, IdH) ne ve´rifie pas la condition
de transversalite´. La de´finition de la fraction p/q associe´e a` f est donne´e par la
construction suivante (voir les notations de 6.4), dont le contenu ensembliste sous-
G
K ✲
ex
a
p
✲
G
pi
↑
G
∼
△
pb
H
q ∼
▽
f ✲ G
pi
↓
G
∼
▽
jacent semble connu dans divers contextes et cas particuliers. Le couple (p, q) sera
appele´ l’holographe de f : H → G. On a pq−1 = [f ].
La s-e´quivalence q est scinde´e (c’est-a`-dire admet un morphisme section), et p est
un exacteur. La base de K est le produit fibre´W de αG et de f
(0) (notation de 5.1).
La fraction p/q est irre´ductible et elle de´crit les actions de H et G sur l’objet W ,
lequel se projette sur les bases de H et de G. Elle repre´sente l’holomorphisme de´fini
par f , qui n’est autre que la classe d’isomorphie fonctorielle (ou classe d’homotopie)
[f ] de f .
La proprie´te´ que le de´nominateur soit scinde´ caracte´rise les holomorphismes
parmi les me´romorphismes.
L’holographe de l’identite´ de G n’est autre que :
G ⊳
pi
↓
G
∼
G
pi
↑
G
∼
⊲ G
et le papillon associe´ n’est autre que le papillon canonique de G (6.4). On a :
[π↓G] = [π
↑
G] et π
↑
G(π
↓
G)
−1 = [IdG].
On montre que le foncteur :
[ ] : Grpd(D)→ G˜rpd(D)
fournit la solution universelle du proble`me des fractions pour les s-e´quivalences, et
a posteriori pour toutes les D-e´quivalences.
La notation globale pq−1 que nous avons introduite est a posteriori justifie´e par
l’e´galite´, dans G˜rpd(D) : pq−1 = [p][q]−1 .
7.3. E´quivalences de Morita. Les me´romorphismes inversibles sont caracte´rise´s
par la proprie´te´ que le nume´rateur p est aussi une s-e´quivalence. Ce sont les
e´quivalences me´romorphes, ou D-Morita-e´quivalences 56.
Un repre´sentant irre´ductible est alors de´crit par un papillon syme´trique, du type
de ceux rencontre´s en 6.2.1, bien de´fini a` isomorphisme pre`s, qui fait intervenir deux
s-e´quivalences.
Les e´quivalences holomorphes sont, de fac¸on pre´cise, les classes d’isomorphie des
D-e´quivalences de´crites en 5.2.2.
56Lorsque le diptyque D reste fixe´, on omettra le pre´fixe D.
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Lorsqu’on prend pour D le diptyque Dif ou Top il peut exister d’autres repre´-
sentations avec des e´quivalences ouvertes (5.2.3). Nous esquissons le passage d’une
repre´sentation a` l’autre, pour faciliter la comparaison avec les constructions de´crites
par A. Weinstein au cours de ces Journe´es.
Un repre´sentant irre´ductible d’une e´quivalence de Morita est donc donne´ par un
papillon syme´trique
R R′
K
✛
i
′
⊳⊲
i
✲
G
act r
▽
⊳
q
∼
G′
r′ act
▽
q ′
∼
⊲
Ce diagramme de´crit la bi-fibration principale :
B ⊳
p
E
p′
⊲ B′
ou` E est la base de K.
Dans certains cas particuliers, on peut donner une autre description de l’ e´quiva-
lence de Morita (qui existe toujours dans le cadre ensembliste, ou quand certaines
fle`ches sont e´tales).
Nous supposons que p et p′ (et par suite q et q′) soient scinde´es, ce qui permet
d’identifier B et B′ a` des sous-varie´te´s de E, que nous supposerons de plus dis-
jointes, et G, G′ a` des sous -groupo¨ıdes de K. Nous noterons B̂ la varie´te´ somme
de B et B′.
Supposons (ce qui est toujours le cas lorsque les sous-varie´te´sB, B′ sont ouvertes)
que le D-groupo¨ıde induit par K sur B̂ soit de´fini, et notons-le K̂. L’inclusion de K̂
dansK est une i-e´quivalence. Le groupo¨ıde K̂ a alors une structure tre`s simple. Il est
somme disjointe des quatre ouverts G, G′, S, S−1, ou` l’on a pose´ S = τ−1K (B
′×B),
et les inclusions de G, G′, fournissant un couple de i-e´quivalences :
G ⊲
i1
∼
✲ K̂ ✛
i2
∼
⊳ G′.
7.4. Structures orbitales. Dans le cadre ensembliste (D = Ens), toutes les sur-
jections sont scinde´es, ainsi que toutes les e´quivalences surjectives.
De ce fait la cate´gorie G˜rpd(D) se confond avec la cate´gorie [Grpd](D) , et
ses fle`ches sont simplement les classes d’isomorphie fonctorielle des morphismes (=
foncteurs) de groupo¨ıdes, ce qui n’apporte rien d’essentiellement nouveau.
Nous avons vu (3.5 et 3.4) que la classe d’e´quivalence (ou de Morita-e´quivalence)
d’un groupo¨ıde ensembliste est de´crite par une somme de groupes, de´finis a` isomor-
phisme pre`s, mais que les morphimes ne se laissent nullement de´crire en termes de
morphismes de groupes.
Dans le cas structure´, on pourra penser les classes de Morita-e´quivalence de
D-groupo¨ıdes comme de´finissant une structure (en un sens ge´ne´ralise´) alge´brico-
diffe´rentielle tre`s riche, dont deux exemples fondamentaux (ainsi unifie´s) sont :
– une classe d’isomorphie de fibre´s principaux, qui correspond a` une classe de
Morita-e´quivalence de groupo¨ıdes s-transitifs, e´tudie´s dans la section pre´ce´-
dente ;
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– la structure transverse d’un feuilletage re´gulier, que l’on peut identifier a` la
classe de F-e´quivalence (au sens introduit par P. Molino) d’un feuilletage
re´gulier, que nous allons rencontrer dans la section suivante.
8. Feuilletages.
8.1. Ge´ne´ralite´s et notations concernant la cate´gorie des varie´te´s. Toute
varie´te´ [VAR] X sera suppose´e de classe C∞, de dimension localement finie. L’es-
pace topologique sous-jacent est localement connexe, de Baire, et accessible [TOP],
mais non ne´cessairement se´pare´.
Il y a souvent lieu d’imposer en outre a` X , en guise de substitut a` la paracompa-
cite´, ici non disponible en ge´ne´ral, une condition supple´mentaire de de´nombrabilite´,
et parfois de travailler dans une sous-cate´gorie pleine.
Cette condition portera, tantoˆt sur X tout entie`re, tantoˆt sur les composantes
connexes de X . On renvoie a` l’annexe C pour l’e´nonce´ des deux choix les plus utiles.
Le plus souvent on conside`rera des groupo¨ıdes de Lie dont la base est paracom-
pacte ; elle est alors se´pare´e, et ses composantes connexes sont a` base de´nombrable
au sens de l’annexe C. Mais les groupo¨ıdes d’holonomie seront en ge´ne´ral non
se´pare´s. Toutefois ils seront a` base de´nombrable de`s que la base l’est. On se place
de´sormais sur la cate´gorie D = Dif des (morphismes de) varie´te´s.
Elle posse`de entre autres trois sous-cate´gories importantes, dont les fle`ches seront
figure´es par des notations caracte´ristiques :
– la sous-cate´gorie S des submersions : s©✲ ;
– la sous-cate´gorie I des immersions : i©✲ ;
– la sous-cate´gorie E = S ∩ I des e´talements : e©✲ .
Chacune de celles-ci posse`de a` son tour diverses sous-cate´gories utiles (les de´finitions
nouvelles, accompagne´es de commentaires, sont reporte´es dans l’annexe D) :
– Ssur, surmersions : ⊲ ;
– Ssur, surmersions propres
57 : ◮ ;
– Ifid, immersions fide`les : ≻ i©✲ ;
– Istr, immersions strictes : > i©✲ ;
– Istr, plongements faibles : ✲ i©✲ ;
– J , plongements : ⊲ ✲ ;
– J , plongements propres : ◮✲ ;
– Einj plongements ouverts, ou e´tales (= e´talements injectifs) : ⊲ e©✲ ;
– E inj, plongements ouverts ferme´s : ◮ e©✲ ;
– Esur, sure´talements (ou surmersions e´tales) : e©⊲ ;
– Esur, sure´talements propres (= reveˆtements finis) : e©◮ .
Groupo¨ıdes e´tales et pseudogroupes. Un groupo¨ıde de Lie G sera dit e´tale 58 si αG
est e´tale. Ses α-fibres sont alors discre`tes, et le transiteur τG est un immersion. On
prendra garde que, meˆme si G est (ensemblistement) transitif, il ne pourra pas eˆtre
s-transitif. La base ωG(B) est ouverte.
Tout pseudogroupe de diffe´omorphismes locaux d’une varie´te´B (toujours suppose´
complet, quitte a` le comple´ter, en tant que pre´faisceau) sera identifie´ au faisceau
de ses germes, et conside´re´ ainsi comme un groupo¨ıde e´tale.
57D’apre`s un the´ore`me d’Ehresmann, ce sont des fibrations (localement triviales).
58S-atlas dans la terminologie de W.T. van Est.
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8.2. De´finition des feuilletages de Sˇtefan . Par pre´feuilletage (diffe´rentiable)
(X,X ′) d’une varie´te´ X , nous entendrons ici la donne´e sur l’ensemble support de
X d’une deuxie`me structure de varie´te´ X ′ telle que l’application identique :
ιX : X
′ −→ X
soit une une immersion (ne´cessairement fide`le puisqu’injective). On dit que X ′ est
la structure fine du pre´feuilletage. On dit que le pre´feuilletage (X,X ′′) est plus fin
que (X,X ′) si (X ′, X ′′) est un pre´feuilletage.
La feuille de a ∈ X , note´e X ′a, est la composante connexe de a pour la structure
fine X ′.
On dira que le pre´feuilletage est strict si toutes ses feuilles sont faiblement
plonge´es (annexe D). Ceci implique que l’immersion ιX est stricte. Inversement
cette dernie`re condition impliquerait seulement que toutes les feuilles soient stric-
tement immerge´es.
On note (X˙,X) le pre´feuilletage discret ; (X,X) est le pre´feuilletage grossier.
On de´finit les ope´rations e´le´mentaires sur les pre´feuilletages : produit, pre´feuille-
tage U ′ induit sur un ouvert U de X , et plus ge´ne´ralement le long d’un morphisme
transversal [VAR] a` X ′.
Le pre´feuilletage est dit e´le´mentaire si (X,X ′) est isomorphe au produit d’un
pre´feuilletage discret (Q, Q˙) par un pre´feuilletage grossier (F, F ) (ou` F est une
varie´te´ connexe).
Un feuilletage re´gulier est un pre´feuilletage localement e´le´mentaire (en un sens
e´vident).
Toute surmersion X ⊲ Q munit X d’un feuilletage re´gulier X ′ dit simple
induit par le feuilletage discret de Q. L’espace des feuilles est alors une varie´te´ Q˜
(en ge´ne´ral non se´pare´e, meˆme quand X et Q le sont), e´tale´e sur Q.
Pour tout groupo¨ıde de Lie G, on notera Gα et Gβ les feuilletages simples ainsi
associe´s aux surmersions α et β. Lorsque G est e´tale, ces feuilletages sont discrets.
Un feuilletage de Sˇtefan est un pre´feuilletage « semi-continu infe´rieurement » au
sens suivant :
pour tout a ∈ X il existe un voisinage ouvert U de a dans X , et un feuilletage
re´gulier (U,U ′′) tel que :
(1) (U,U ′′) est plus fin que le feuilletage induit (U,U ′) ;
(2) les feuilles U ′a et U
′′
a sont les meˆmes.
On peut choisir (U,U ′′) e´le´mentaire, isomorphe a` (T, T˙ )× (F, F ) (ou` F = U ′a =
U ′′a est la feuille singulie`re) et on voit que le feuilletage induit sur U est isomorphe
au produit, par le feuilletage grossier de F , du feuilletage de Sˇtefan T ′ induit sur
la sous-varie´te´ transverse T ×{a} (dont la feuille singulie`re est re´duite au point a).
C’est ce que sugge`re le sche´ma 8 ci-joint, dans lequel le feuilletage re´gulier,
incomple`tement dessine´, aurait ses feuilles verticales, paralle`les a` la feuille singulie`re.
Toute feuille d’un feuilletage de Sˇtefan qui est a` base de´nombrable au sens de
l’annexe C est faiblement plonge´e (D.2) (l’argument de C. Chevalley [LG] reste
utilisable). Il en est toujours ainsi lorsque la varie´te´ ambiante est paracompacte (ce
qui implique se´pare´e). Sous cette hypothe`se on peut s’assurer que la formulation
simple que nous donnons e´quivaut a` l’ensemble des conditions, d’apparence plus
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Fig. 8. Feuilletages de Sˇtefan.
technique, des de´finitions originales introduites par H. Sussmann, et, sous une forme
plus pre´cise, par P. Sˇtefan .
Nous abordons maintenant l’e´tude des liens entre feuilletages de Sˇtefan et grou-
po¨ıdes de Lie.
9. Feuilletages de Sˇtefan attache´s a` un groupo¨ıde de Lie.
Nous commencerons par une mise en garde contre un risque de confusion.
Bien qu’un pseudogroupe puisse eˆtre conside´re´ comme un cas particulier de
groupo¨ıde (e´tale) (8.1), la construction rappele´e (uniquement pour me´moire ) ci-
apre`s en 9.1 n’est aucunement un cas particulier de celle de´crite ensuite en 9.2
(la seule qui nous concerne ici), laquelle, applique´e a` un pseudogroupe, donnerait
toujours le feuilletage discret, et n’est donc pas inte´ressante dans ce cas.
Exemple. Soit G un groupe de Lie ope´rant sur une varie´te´ X , et soit H le groupo¨ıde
d’action correspondant (5.5.1). Notons G′ le groupe discret de´fini par G. Le grou-
po¨ıde d’action H ′ de G′ est un pseudogroupe (8.1) qui de´finit un feuilletage simple
(et meˆme e´le´mentaire) de H .
Alors la construction de Sussmann-Sˇtefan applique´e a` H ′ donnerait le meˆme
re´sultat que la construction 9.2 applique´e a` H , tandis que cette dernie`re construc-
tion applique´e a` H ′ donnerait la structure discre`te de H .
9.1. Construction de Sussmann-Sˇtefan pour un pseudogroupe. Il faut rap-
peler qu’originellement la notion de feuilletage de Sˇtefan a e´te´ introduite inde´-
pendamment par Sussmann et Sˇtefan comme un feuilletage (singulier) de la base,
attache´ canoniquement a` un pseudogroupe, tel que les orbites du pseudogroupe
(composantes transitives de la base) soient des re´unions de feuilles (c’est le moins
fin satisfaisant a` cette condition).
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Commentaire. Re´pe´tons qu’il s’agit d’une construction diffe´rente de celle du pa-
ragraphe suivant. Mais il pourrait eˆtre du plus haut inte´reˆt d’examiner s’il serait
possible, en e´tendant la construction de Sussmann-Sˇtefan a` un groupo¨ıde de Lie
non e´tale, de traiter le proble`me universel (dual de celui conside´re´ ci-apre`s) consis-
tant a` construire une fle`che G→ GT, universelle pour les morphismes de G vers les
groupo¨ıdes de Lie localement s-transitifs. . .
9.2. Feuilletage de Sˇtefan orbital pour un groupo¨ıde de Lie. Nous ren-
voyons ici a` [P 1985] pour des e´nonce´s plus pre´cis et des de´monstrations.
Nous examinons ici ce qui subsiste, pour les groupo¨ıdes de Lie, de la de´compo-
sition orbitale ensembliste en composantes transitives, de´crite en 3.4. Pour tout
groupo¨ıde de Lie G, on notera Gα et Gβ les feuilletages simples associe´s aux sur-
mersions αG et βG. (Lorsque G est e´tale, ces feuilletages sont discrets).
Si l’on ne fait pas d’hypothe`ses de re´gularite´ sur le transiteur τG, les fibres de
τG ne de´finissent pas en ge´ne´ral un feuilletage re´gulier de G, mais on montre (loc.
cit., Prop. B 6) qu’elles de´finissent un feuilletage re´gulier Gτ raffinant a` la fois Gα
et Gβ
En sens inverse G est muni canoniquement d’un feuilletage de Sˇtefan Gt, en-
gendre´ par les feuilletages re´guliers Gα et Gβ . On a ainsi la chaˆıne de raffinements
de feuilletages de G (re´guliers ou de Sˇtefan selon le cas) :
Gτ ≺ Gα(Gβ) ≺ Gt ≺ G.
Chaque composante transitive de G est un sous groupo¨ıde ouvert ferme´ de Gt,
qui est s-transitif, et dont la structure a donc e´te´ e´tudie´e en 6.1 : pour tout e ∈ B,
la α-fibre Ge posse`de une structure de fibre´ principal, dont le groupe structural est
le groupe d’isotropie de e, et dont le groupo¨ıde de jauge est la composante transitive
de e.
L’application identique
ιt : Gt → G
de´finissant le feuilletage de Sˇtefan canonique factorise universellement les mor-
phismes des groupo¨ıdes de Lie s-transitifs vers G.
Lorsque B est paracompacte, ce feuilletage est strict (8.2).
Exemple (trivial). Si l’on applique la construction au groupo¨ıde de´crivant l’action,
sur la droite, du groupe multiplicatif R+∗, on obtient la de´composition de la droite
en deux demi-droites ouvertes et l’origine, qui est bien un feuilletage de Sˇtefan a`
trois feuilles. On peut re´pe´ter dans ce cas particulier ce qui a e´te´ dit a` propos de
l’exemple dans l’introduction de 9.
Composante neutre. Pour un groupo¨ıde de Lie G (plus ge´ne´ralement un groupo¨ıde
topologique, pour lequel, d’apre`s notre de´finition ge´ne´rale des groupo¨ıdes D-struc-
ture´s, et du diptyque Top, on suppose toujours αG ouverte), le roˆle de la com-
posante neutre d’un groupe est ici joue´ par la re´union des composantes α(ou β)-
connexes des unite´s. C’est un sous-groupo¨ıde ouvert, mais qui n’est en ge´ne´ral ni
ferme´ ni invariant dans G (cette diffe´rence cruciale avec le cas des groupes est
source de difficulte´s, mais de beaucoup de richesse). On n’a donc pas en ge´ne´ral
l’analogue du groupe discret quotient.
On note cependant que, lorsque G est s-transitif (ceci s’e´tend au cas ou` le transi-
teur est re´gulier), on peut toujours diviser par la composante neutre du plurigroupe
d’isotropie (qui existe alors en tant qu’objet structure´, et est invariant dans G). Le
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groupo¨ıde quotient ainsi obtenu est alors de Galois, ce qui signifie que le transi-
teur τG est e´tale surjectif. Son isotropie est alors discre`te, et les α-fibres sont des
reveˆtements galoisiens de la base (d’ou` la terminologie).
On notera que, lorsqueG est α-connexe (c’est-a`-dire co¨ıncide avec sa composante
neutre), la de´composition orbitale en composantes transitives (lesquelles sont s-
transitives) co¨ıncide avec la de´composition en feuilles de Gt.
10. Groupo¨ıdes de Lie attache´s a` un feuilletage de Sˇtefan .
D’apre`s G. Hector (communication prive´e, non publie´e), tout feuilletage de Sˇtefan
d’une varie´te´ B provient (par la construction qui pre´ce`de) d’un groupo¨ıde de Lie 59,
auquel nous imposerons (quitte a` prendre la composante neutre) d’eˆtre α-connexe.
On peut dire qu’un tel groupo¨ıde inte`gre le feuilletage de Sˇtefan .
Mais il n’y a e´videmment pas unicite´, et ceci ouvre l’e´tude de la recherche d’un ou
plusieurs choix canoniques, en imposant a` ceux-ci des conditions supple´mentaires,
notamment des conditions universelles.
Il n’y a peut-eˆtre pas de re´ponse satisfaisante dans le cas le plus ge´ne´ral (nous
y reviendrons dans les pistes de re´flexions ci-dessous), mais nous allons de´crire des
cas particuliers assez e´tendus, et tre`s importants pour beaucoup d’applications, ou`
l’on peut donner des re´ponses pre´cises et tre`s exhaustives.
10.1. Cas des feuilletages simples. (8.2) Il y a ici e´videmment un choix cano-
nique et minimal, donne´ par la composante neutre Gc du graphe G de la relation
d’e´quivalence re´gulie`re de´finie par la surmersion B ⊲ Q. C’est un groupo¨ıde de
Godement.
On notera que, si Q est se´pare´e , le transiteur τG est un plongement propre,
mais, comme nous l’avons de´ja` signale´, on peut seulement dire que τGc est un
plongement. Le the´ore`me de Godement reste valable dans ce cadre, si l’on accepte
pour quotient une varie´te´ Q˜ non se´pare´e. C’est bien suˆr ce qui explique nos choix
pour les structures de diptyques (de Godement) sur Dif et DifHaus (2.2).
10.2. Cas des feuilletages re´guliers : grapho¨ıdes. Nous re´fe´rons ici a` [P 1966]
et [P 1984], ainsi qu’a` l’annexe E.
10.2.1. Holonomie d’un groupo¨ıde microdiffe´rentiable. Applique´e dans le cas d’un
feuilletage diffe´rentiable re´gulier, cas dans lequel la condition de locale simplicite´
topologique est bien ve´rifie´e, on peut voir que la topologie de´finie par Ehresmann
sur le groupo¨ıde d’holonomie topologique (E) est en fait une topologie de varie´te´.
Dans [P 1966] nous avons interpre´te´ cette situation dans le cadre plus ge´ne´ral
(ne´cessite´ par l’e´tude de la correspondance sous-alge´bro¨ıde de Lie → groupo¨ıde de
Lie) d’un groupo¨ıde alge´brique G (ici le graphe ensembliste de la relation d’e´quiva-
ence des feuilles) localement diffe´rentiable (ou morceau de groupo¨ıde diffe´rentiable),
c’est-a`-dire engendre´ par une partie munie d’une structure de varie´te´W sur laquelle
la loi de composition partielle induite est compatible (en un sens pre´cis) avec la
structure de varie´te´, le germe de cette structure diffe´rentiable e´tant bien de´fini
(ceci re´sulte ici du fait que le feuilletage est localement e´le´mentaire 60). La donne´e
59Il conviendrait peut-eˆtre d’imposer ici a`B d’eˆtre paracompacte, ou tout au moins de satisfaire
a` une hypothe`se de de´nombrabilite´.
60Condition beaucoup plus pre´cise que la condition de locale simplicite´ topologique d’Ehres-
mann, les deux conditions n’e´tant e´quivalentes que dans le cadre diffe´rentiable.
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d’un tel germe de structure diffe´rentiable sur un groupo¨ıde alge´brique de´finit une
structure de groupo¨ıde microdiffe´rentiable.
Dans le cas classique des groupes (voir [LIE]), les translations (globales) per-
mettent de globaliser la structure diffe´rentiable pour obtenir un groupe de Lie
global.
Dans le cas ge´ne´ral on dispose seulement des translations locales 61, et il n’existera
pas en ge´ne´ral de structure de groupo¨ıde de Lie global de support ensembliste G
admettant W pour sous-varie´te´ ouverte.
On peut cependant, graˆce a` ces translations locales, en s’inspirant de la construc-
tion du groupo¨ıde d’holonomie d’un feuilletage re´gulier, caracte´riser comple`tement
la classe des groupo¨ıdes de Lie 62 (globaux) K qui sont localement isomorphes a` un
groupo¨ıde localement diffe´rentiable (et, en passant aux germes, ce qui est possible
graˆce a` la locale connexite´, microdiffe´rentiable) donne´ 63. Ce qui suit s’applique
comme cas particulier au graphe (ensembliste) de la relation d’e´quivalence associe´e
a` un feuilletage re´gulier, muni de sa structure localement diffe´rentiable, ou micro-
diffe´rentiable de´finie a` partir d’un recouvrement par des ouverts e´le´mentaires.
Le proble`me admet une solution minimale universelle H , le groupo¨ıde d’holono-
mie du groupo¨ıde microdiffe´rentiable, et une solution maximaleM (que nous avions
appele´ le groupo¨ıde de monodromie) 64, dont les α-fibres sont les reveˆtements uni-
versels de celles du pre´ce´dent, et qui re´sout un autre proble`me universel, celui de
la globalisation des morphismes localement de´finis 65.
Toute autre solution K donne lieu a` une factorisation par deux morphismes
e´tales :
M e©⊲ K e©⊲ H.
10.2.2. Grapho¨ıde universel. La re´fe´rence est ici [P 1984].
Le paragraphe pre´ce´dent, bien que s’appliquant notamment aux graphes (ensem-
blistes) des feuilletages re´guliers, n’utilise aucune aucune spe´cificite´ de ces derniers
parmi les groupo¨ıdes (localement diffe´rentiables).
Dans [P 1984] nous nous sommes au contraire pre´occupe´ de caracte´riser la
spe´cificite´ des groupo¨ıdes d’holonomie des feuilletages re´guliers parmi les groupo¨ıdes
de Lie, ce qui nous a conduit a` e´tudier plus ge´ne´ralement ceux pour lesquels le tran-
siteur τG : G → B ×B est une subimmersion. Il s’ave`re en effet a posteriori (ce
qui n’e´tait nullement e´vident a priori), que la factorisation canonique de τG dans
Dif (voirD.3)
G ⊲ H ≻ i©✲ B ×B
de´finit en re´alite´ une factorisation en morphismes de groupo¨ıdes de Lie.
61Associe´es aux bi-sections locales de α, β, dont la composition a e´te´ introduite par Ehresmann.
C. Albert les utilise sous le nom de glissements.
62Ici la base des groupo¨ıdes est suppose´e paracompacte.
63Notre construction a inspire´ a` Ronnie Brown diverses ge´ne´ralisations dans le cadre
topologique.
64Dans le cas particulier des feuilletages, cette notion a e´te´ rede´couverte beaucoup plus tard
inde´pendamment par de nombreux auteurs, et appele´e parfois aujourd’hui groupo¨ıde d’homotopie.
65Le groupo¨ıde d’holonomie d’un feuilletage diffe´rentiable re´gulier a e´te´ rede´couvert, graˆce
a` une tout autre construction, par H.E. Winkelnkemper, en 1982, sous le nom de graphe du
feuilletage, et utilise´ par A. Connes [NCG].
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Cela re´sulte en fait de l’e´tude des groupo¨ıdes de Lie H dont le transiteur τH est
une immersion fide`le, pour lesquels nous avons introduit le terme, qui paraˆıt tre`s
naturel, de grapho¨ıdes.
Nous avons montre´ que tout grapho¨ıde de base B fixe´e s’identifie a` un sous-
groupo¨ıde ouvert d’un grapho¨ıde universel H(B) 66.
La base de H(B) est la varie´te´ Φ(B) des germes de feuilletages re´guliers de B,
qui est e´tale´e sur B.
H(B) est lui-meˆme un ouvert de la varie´te´ J(B×B) des germes de sous-varie´te´s
de B ×B. Le feuilletage orbital H′(B) de H(B) est re´gulier.
Il y aurait lieu d’introduire aussi le groupo¨ıde M(B) dont les α-fibres sont les
reveˆtements universels de celles de H(B).
La donne´e d’un feuilletage re´gulier de B s’identifie a` celle d’un section de
l’e´talement canonique ϕB de Φ(B) sur B. Son groupo¨ıde d’holonomie est induit
par le groupo¨ıde d’holonomie universel.
10.2.3. Caracte´risations des pseudogroupes. Si l’on abandonne ici l’α-connexite´, on
peut caracte´riser les pseudogroupes parmi les groupo¨ıdes e´tales par la condition
d’eˆtre en outre des grapho¨ıdes.
En fait on peut inversement caracte´riser les grapho¨ıdes par la condition d’eˆtre
Morita-e´quivalents a` des pseudogroupes. On retrouve ici les deux aspects classiques
de l’holonomie (dont beaucoup d’auteurs privile´gient l’un des deux) :
– groupo¨ıde d’holonomie (qui est canoniquement attache´ au feuilletage) ;
– pseudogroupe d’holonomie, attache´ au choix d’un varie´te´ trasverse totale.
Tous ces choix appartiennent a` la meˆme classe de Morita-e´quivalence, dont on
privile´gie, selon le cas, les repre´sentants α-connexes ou les repre´sentants e´tales.
10.2.4. Groupo¨ıdes de Barre. Un cas particulier inte´ressant, interme´diaire entre
celui des groupo¨ıdes de Godement (le transiteur est un plongement) et celui des
grapho¨ıdes (le transiteur est une immersion fide`le, voirD.3), est celui ou` le transiteur
τG est un plongement faible (D.2), proprie´te´ qui est encore invariante par la Morita-
e´quivalence : τG : G✲ i©✲ B ×B.
Nous dirons alors que le groupo¨ıde est de Barre. Elle caracte´rise en effet les
groupo¨ıdes de Lie dont l’espace orbital est une Q-varie´te´ de Barre, comme cela
re´sulte implicitement de la the`se de R. Barre [RB].
10.3. Commentaires. La proprie´te´ remarquable et fondamentale d’un grapho¨ıde
G est que sa loi de composition est uniquement de´termine´e par la seule donne´e
de l’immersion fide`le τG : G ≻ i©✲ B × B, ou encore du couple de surmersions
αG, βG : G ⊲ B, autrement dit par la seule donne´e du graphe (diffe´rentiable
re´gulier) sous-jacent. Elle est d’ailleurs induite par la composition des germes de
graphes.
Bien entendu ces germes de graphes (re´guliers) ne sont pas quelconques. On peut
les interpre´ter comme des germes d’isomorphismes entre des germes de quotients
locaux de B. On peut aussi les caracte´riser par une proprie´te´ alge´brique qui traduit
66Dans cette e´tape il faut e´videmment renoncer a` toute hypothe`se de se´paration et de
de´nombrabilite´ pour H, meˆme lorsque B ve´rifie de telles hypothe`ses. Toutefois, si B est a` base
de´nombrable, il en sera de meˆme de la composante neutre Hc(B), qui pourrait eˆtre appele´e
groupo¨ıde d’holonomie universel de B.
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l’existence d’un germe de re`gle de trois zy−1x. Ils sont appele´s germes d’isonomie
dans [P 1985].
La the´orie des grapho¨ıdes est a` notre sens un des moments cruciaux (annonce´s
dans l’introduction) ou` l’interaction de la structure (alge´briquement triviale) de
graphe (d’e´quivalence) avec celle de varie´te´ fait naˆıtre des groupo¨ıdes non triviaux,
et donc des groupes.
C’est aussi un point ou` la the´orie des feuilletages diffe´rentiables re´guliers s’e´carte
fondamentalement de celle des feuilletages topologiques localement simples d’Eh-
resmann, manifestant une proprie´te´ cruciale du foncteur d’oubli Dif → Top (qui
re´side en fait dans le the´ore`me d’inversion locale et ses conse´quences, via le the´ore`me
de Godement).
Un autre point crucial est le suivant : Nous venons de voir que la the´orie des
feuilletages re´guliers est essentiellement e´quivalente a` celle des grapho¨ıdes, et que
plus ge´ne´ralement, les groupo¨ıdes de Lie dont le feuilletage de Sˇtefan associe´ est
re´gulier sont ceux pour lesquels le transiteur est une subimmersion (c’est-a`-dire est
de rang localement constant).
Il en re´sulte que les singularite´s de ce feuilletage, c’est-a`-dire les sauts de di-
mensions des feuilles, sont refle´te´es par des sauts du rang du transiteur, ou de la
dimension des groupes d’isotropie. En particulier les groupes d’isotropie des feuilles
singulie`res ponctuelles seront non discrets, et seront susceptibles d’apporter une
information sur le voisinage d’une telle singularite´, alors que le groupe d’holonomie
topologique d’une telle feuille est nul, et ne peut porter aucune information sur la
nature de la singularite´.
10.4. Quasi-grapho¨ıdes ou convecteurs. La re´fe´rence est ici [P 1985].
Nous avons montre´, en collaboration avec notre e´tudiant B. Bigonnet, que la
proprie´te´ fondamentale de la structure des grapho¨ıdes (a` savoir d’eˆtre uniquement
de´termine´s par leur structure sous-jacente de graphe) est partage´e par une classe
plus large et importante de groupo¨ıdes, appele´s quasi-grapho¨ıdes ou encore convec-
teurs.
Le transiteur va maintenant satisfaire a` une forme tre`s affaiblie d’injectivite´
locale, au niveau des germes.
10.4.1. De´finition des quasi-grapho¨ıdes ou convecteurs. Nous noterons ici SλG le
groupo¨ıde e´tale des germes de bi-sections locales de αG, βG, avec la loi de composi-
tion introduite par Ehresmann. Il est muni d’un morphisme canonique sλG : S
λ
G → G,
qui est une immersion. Celle-ci est toujours surjective lorsque G est α-connexe.
Nous poserons, avec Ehresmann : Πλ(B) = Sλ(B × B) (groupo¨ıde des germes de
diffe´omorphismes locaux de B).
Cette construction est fonctorielle vis-a`-vis des B-morphismes, ce qui permet
d’e´crire le diagamme commutatif :
SλG
Sλ(τG)
e© ✲ Sλ(B ×B)
G
sλG i©
❄
τG ✲ B ×B
i© sλB×B
❄
Avec ces notations, on dira que G est un quasi-grapho¨ıde (ou encore un convec-
teur) si Sλ(τG) est injective. Cela implique que la restriction de τG a` un ouvert dense
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de G est une immersion. Cette condition peut aussi s’interpre´ter comme de´finissant
un sous-objet de B×B dans une cate´gorie convenable. On notera cette proprie´te´ :
τG : G ◦ ✲ B ×B
et on pourra dire que τG est une quasi-immersion.
Bien qu’il n’existe plus maintenant de germes de quotients locaux, il demeure pos-
sible d’organiser les germes de convecteurs en un groupo¨ıde de Lie H˜(B) (contenant
le grapho¨ıde universel H(B) comme sous-groupo¨ıde ouvert), qui est universel en ce
sens que tous les convecteurs de base B s’identifient a` des sous-groupo¨ıdes ouverts
de celui-ci. La base Φ˜(B) de ce groupo¨ıde est la varie´te´ des germes de convections,
munie d’un e´talement ϕ˜B sur B. Elle est munie d’un feuilletage de Sˇtefan qui sera
dit quasi-re´gulier. Elle contient comme sous-varie´te´ ouverte la varie´te´ Φ(B) des
germes de feuilletage re´guliers.
Une convection sera une section de ϕ˜B.
Toutefois, alors que les feuilletages re´guliers portent une convection canonique,
il n’en est plus de meˆme en ge´ne´ral pour les feuilletages de Sˇtefan quasi-re´guliers,
et il serait inte´ressant de caracte´riser une classe assez large de tels feuilletages pour
lesquels on pourrait faire un choix canonique (minimal) d’un grapho¨ıde associe´.
10.4.2. Exemples.
(1) Le groupo¨ıde d’action associe´ au groupe des rotations du plan est un convec-
teur, associe´ au feuilletage par les cercles concentriques.
(2) Le groupo¨ıde tangent d’A. Connes [NCG], que nous notons T˜B, est un
convecteur. Les feuilles du feuilletage de Sˇtefan qu’il de´finit sur R×B sont
(en supposantB connexe) {h}×B, h 6= 0 et les points de {0}×B. Rappelons
que les composantes transitives de ce groupo¨ıde sont {h}× (B ×B), h 6= 0
et les fibres de TB pour h = 0.
(3) Les faces (des diverses dimensions) d’une varie´te´ a` bords et a` coins mu-
nissent celle-ci d’un feuilletage de Sˇtefan canonique qui peut eˆtre de´fini par
un convecteur. A. Weinstein a attire´ l’attention sur les applications de ce
type de groupo¨ıdes et des alge´bro¨ıdes de Lie associe´s [W]. Ceux-ci ont e´te´
e´tudie´s notamment par B. Monthubert.
Dans tous ces exemples, il est inte´ressant d’e´tudier dans quelle mesure on peut
faire des choix privile´gie´s pour les convecteurs de´finissant le feuilletage de Sˇtefan ,
et quels sont les automorphismes de ces convecteurs pre´servant le feuilletage.
10.5. Quelques pistes a` explorer. Observons que le feuilletage de Sˇtefan de
R3 par les sphe`res concentriques est associe´ au groupo¨ıde d’action du groupe des
rotations (ou bien encore de son reveˆtement universel S3), mais celui-ci n’est plus
un quasi-grapho¨ıde. Le groupo¨ıde qu’il induit sur la partie re´gulie`re (sur laquelle le
feuilletage induit est simple) n’est pas un groupo¨ıde principal, ni meˆme un groupo¨ıde
trivial. Ses composantes transitives sont les groupo¨ıdes de jauge d’une fibration
principale de Hopf.
Cet exemple n’est qu’un cas tre`s particulier des feuilletages riemanniens (singu-
liers) e´tudie´s par P. Molino.
Ceci montre que, dans l’e´tude des groupo¨ıdes de Lie (α-connexes) inte´grant un
feuilletage de Sˇtefan donne´, d’une part on ne doit pas imposer en ge´ne´ral que le
feuilletage induit dans un ouvert re´gulier co¨ıncide avec le groupo¨ıde d’holonomie,
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d’autre part cette e´tude est susceptible d’apporter une information ge´ome´trique
extreˆmement riche sur le voisinage des singularite´s.
On est ainsi conduit a` e´largir la notion d’e´quivalence de Morita, laquelle est
engendre´e par les s-e´quivalences, en conside´rant plus ge´ne´ralement l’e´quivalence
engendre´e par les s-extenseurs (5.3), et e´ventuellement l’e´quivalence (au moins a
priori) plus restrictive obtenue en ne conside´rant que les s-extenseurs a` noyau α-
connexe.
Ceci ame`ne a` conside´rer la cate´gorie de fractions obtenue en inversant ces s-
extenseurs. Or il se trouve que la construction diagrammatique (reposant sur l’usage
du papillon, dans le cadre des diptyques) qui est de´crite dans [P 1989] subsiste
sans changements fondamentaux lorsqu’on remplace les s-e´quivalences par les s-
extenseurs.
Ceci de´finit des structures ge´ne´ralise´es, que l’on peut conside´rer comme des
structures transverses sur un feuilletage de Sˇtefan (en ge´ne´ral non uniquement
de´termine´es par celui-ci : un tel choix comporte donc en ge´ne´ral une donne´e sup-
ple´mentaire), auxquelles on pourrait e´tendre le nom de convection.
Bien entendu ces remarques ne dispensent pas, bien au contraire, d’explorer de
telles classes d’e´quivalence, d’en rechercher des repre´sentants privile´gie´s, ainsi que
la possibilite´ de choix canoniques. . .
Par ailleurs l’exemple des feuilletages riemanniens singuliers et celui des convec-
teurs incite a` la recherche de re´sultats ge´ne´raux reliant les sauts des groupes d’iso-
tropie avec les sauts corre´latifs des varie´te´s transverses et des feuilles (compensation
d’un saut vertical par un saut horizontal. . . ). La conjecture d’A. Weinstein serait
le prototype de cette sorte de relations. . .
10.6. Lien avec l’inte´gration du non inte´grable (A. Weinstein). Indiquons
le lien tre`s e´troit avec le point de vue de´veloppe´ par A. Weinstein lors de ces
Journe´es.
10.6.1. Avec des s-e´quivalences (e´tales). Soit (Ui)i∈I un recouvrement ouvert d’une
varie´te´ B. Posons Uij = Ui ∩ Uj , puis :
U =
∐
i∈I
Ui, R =
∐
(i,j)∈I×I
Uij .
R n’est autre que le graphe (ici un groupo¨ıde e´tale) de l’e´quivalence associe´e a` la
surmersion (e´tale) r : U ⊲ B, lequel est muni des projections vers U :
U ⊳
βR
e©
p1
R
αR
e©
p2
⊲ U.
La donne´e d’un groupo¨ıde de Lie G de base B induit le long de r un groupo¨ıde de
Lie H de base U , lequel induit, a` son tour, le long de p1 et p2, un meˆme groupo¨ıde
de Lie K de base R (induit par G le long de la projection R ⊲ B), d’ou` un
couple de s-e´quivalences :
H ⊳
∼
e©
q1
K
∼
e©
q2
⊲ H,
qui sont e´tales et canoniquement scinde´es. Lorsque la structure de H provient de
l’inte´gration locale d’un alge´bro¨ıde de Lie g (de base B), on aura seulement a priori
un isomorphisme entre les deux groupo¨ıdes induits k : K1 → K2, traduisant les
donne´es de recollement, mais la classe de Morita de H est intrinse`quement attache´e
a` g. On peut alors conside´rer que cette classe de Morita inte`gre g en un sens
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ge´ne´ralise´. L’alge´bro¨ıde de Lie sera inte´grable au sens strict si cette classe posse`de
un repre´sentant de base B. Dans le cas ge´ne´ral, elle re´alise, au sens ou` l’entendait
A. Weinstein dans le titre de sa confe´rence, l’inte´gration d’un alge´bro¨ıde de Lie non
inte´grable.
Ce que nous venons de sugge´rer, en nous inspirant de l’exemple ci-dessus du
feuilletage de Sˇtefan en sphe`res concentriques, est de remplacer les s-e´quivalences
par des s-extenseurs a` noyaux α-connexes. . .
10.6.2. Avec des e´quivalences ouvertes (A. Weinstein). Compte tenu du fait que
les fle`ches figurant dans le paragraphe pre´ce´dent sont e´tales et scinde´es, on peut
utiliser pour les e´quivalences de Morita la construction esquisse´e en 7.3, et n’utiliser
que des e´quivalence ouvertes. La pre´sentation donne´e par A. Weinstein peut se lire
dans ce cadre.
11. E´pilogue.
Nous serions heureux d’avoir convaincu quelques auditeurs re´ticents de l’inte´reˆt
du concept de groupo¨ıde de Lie d’Ehresmann pour comprendre la dualite´ graphe/
groupe via le diffe´rentiable.
Annexe A. Note historique.
En re´ponse a` une remarque orale faite par Mlle Libermann concernant la date
d’introduction des goupo¨ıdes diffe´rentiables par Charles Ehresmann, nous croyons
utile, a` fin de clarification, d’apporter les quelques pre´cisions qui vont suivre.
Pour plus de de´tails et beaucoup d’autres re´fe´rences, nous renvoyons au tome
I des Œuvres Comple`tes [EOC], et en particulier au paragraphe 2 (page 588) du
Synopsis pre´sente´ par Andre´e Charles Ehresmann, ainsi qu’aux Commentaires de
l’auteur pp. 526-539.
La de´finition ge´ne´rale des groupo¨ıdes diffe´rentiables n’apparaˆıt, comme nous
l’avions indique´ dans notre pre´sentation lors des Journe´es, qu’a` l’occasion du Col-
loque de Ge´ome´trie Diffe´rentielle Globale tenu a` Bruxelles en 1958. Les Actes
de ce Colloque, publie´s en 1959 [EOC/50/] 67 sans tenir compte des corrections
d’e´preuves, comportaient une erreur (corrige´e dans les Œuvres Comple`tes, partie I,
pp. 237-250) concernant la proprie´te´ de rang localement constant, exige´e des appli-
cations source et but α , β. La formulation plus simple en termes de surmersions sur
la varie´te´ base, adopte´e ici, qui s’est impose´e par la suite comme beaucoup plus ma-
niable et se preˆtant aux bonnes ge´ne´ralisations, n’est explicite´e que dans les Actes
du Congre`s de Ge´ome´trie tenu a` Bologne en 1967 [EOC/103/] (la varie´te´ base res-
tant toutefois toujours identifie´e a` une sous-varie´te´ ferme´e 68 du groupo¨ıde, C. Eh-
resmann s’e´tant toujours syste´matiquement refuse´ a` exploiter la de´sidentification
unite´s/objets, pourtant souvent fort e´clairante, et meˆme indispensable).
Cependant les exemples et cas particuliers qui ont motive´ cette de´finition ge´ne´-
rale, et lui ont servi de mode`les, sont, bien entendu, apparus beaucoup plus toˆt :
67Les /nume´ros/ re´fe`rent a` la nume´rotation des publications de C. Ehresmann figurant en teˆte
de ses Œuvres comple`tes [EOC]
68Nous n’imposons pas ici cette dernie`re condition, laquelle e´quivaut, lorsqu’on suppose la
varie´te´ base se´pare´e, a` la condition de se´paration de la varie´te´ support du groupo¨ıde, afin de
pouvoir inclure sans restriction l’exemple du groupo¨ıde d’holonomie.
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– le groupo¨ıde diffe´rentiable PP−1 des isomorphismes de fibre sur fibre, attache´
a` un fibre´ principal et souvent appele´ aujourd’hui groupo¨ıde de jauge, lequel
joue un roˆle clef dans la de´finition ge´ome´trique des connexions infinite´simales
telles que C. Ehresmann les concevait, a e´te´ introduit de`s 1950 au Colloque
de Topologie de Bruxelles [EOC/28/] ;
– les groupo¨ıdes de jets sont introduits dans une Note aux C.R.A.S. de 1952
(234, pp. 1424-25) [EOC/38/].
Il est a` noter que, dans ces deux cas particuliers, qui ont motive´ la de´finition
ge´ne´rale ulte´rieure, le transiteur τ = (β, α) est en fait une surmersion, ce qui, bien
suˆr, implique a fortiori qu’il en soit de meˆme pour α et β. Mais C. Ehresmann
a bien vu (motive´ vraisemblablement par la conside´ration d’autres exemples de
cate´gories structure´es) que seule cette dernie`re condition, plus faible, devait eˆtre
retenue pour le cas ge´ne´ral, malgre´ l’inte´reˆt spe´cial qu’il portait a` ce cas privile´gie´
fondateur.
Notons aussi qu’a` la suite de Ngo van Que, de nombreux auteurs, notamment
A. Kumpera et K. Mackenzie, ont adopte´ le terme de groupo¨ıde de Lie pour qua-
lifier le cas restrictif pre´ce´dent, et cette terminologie s’est maintenue jusque vers
la fin des anne´es 80. On doit a` P. Dazord et A. Weinstein l’initiative (qui semble
assez largement accepte´e aujourd’hui, et que nous suivons ici) d’avoir e´tendu cette
terminologie au cas ge´ne´ral, comme substitut a` celle de groupo¨ıde diffe´rentiable.
Cette terminologie (qu’Ehresmann n’avait jamais voulu adopter, malgre´ ma sug-
gestion) a l’avantage de re´tablir la cohe´rence avec celle d’alge´bro¨ıde de Lie, que
j’avais adopte´e en 1967 pour qualifier l’objet infinite´simal ge´ne´ral correspondant
(connu ante´rieurement seulement dans les deux cas particuliers sus-mentionne´s :
de´placements infinite´simaux des fibres), et de conforter le terme de foncteur de Lie
pour de´nommer la correspondance groupo¨ıde de Lie → alge´bro¨ıde de Lie, comme
e´tendant la correspondance groupe de Lie → alge`bre de Lie.
Le the`me principal du pre´sent expose´ est pre´cise´ment d’insister sur le cas parti-
culier comple´mentaire du pre´ce´dent : la condition de submersion pour τ , autrement
dit de « surjectivite´ locale » , lie´e aux fibrations, fait alors place a` celle d’ « injectivite´
locale » , (c’est-a`-dire diverses formes affaiblies de plongements ou d’immersions),
lie´e aux feuilletages.
Observons que, bien que la de´finition ge´ne´rale de C. Ehresmann englobe, nous
venons de le souligner, ce dernier cas, et qu’il ait introduit, au Congre`s de Montre´al
de 1961 [EOC/54/], la notion de groupo¨ıde d’holonomie d’un feuilletage topolo-
gique, en tant que groupo¨ıde topologique, il ne semble pas s’eˆtre inte´resse´ a` cet
exemple, qu’il ne mentionne jamais dans ses pre´sentations ulte´rieures des groupo¨ıdes
diffe´rentiables, estimant (de fac¸on certainement abusive, comme nous le montrons)
que la diffe´rentiabilite´ est une hypothe`se superflue dont il convient de s’affranchir
dans l’e´tude de l’holonomie des feuilletages.
Rappelons que le groupo¨ıde d’holonomie diffe´rentiable d’un feuilletage re´gulier
(que nous avions utilise´ dans une Note aux C.R.A.S. de 1966 pour illustrer les
obstacles nouveaux rencontre´s dans l’e´tude de la correspondance sous-alge´bro¨ıde
de Lie → sous-groupo¨ıde de Lie) a e´te´ rede´couvert en 1983 par Winkelnkempen
sous le nom de « graphe d’un feuilletage » et simultane´ment exploite´ par A. Connes
[NCG].
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Nous voudrions e´galement profiter de ces remarques historiques pour souligner
la difficulte´ que les groupo¨ıdes de Lie ont eu et ont encore a` s’imposer comme source
de la Ge´ome´trie, selon la conception visionnaire de C. Ehresmann.
Bien que cette situation ait e´volue´, tre`s lentement, en pre`s d’un demi-sie`cle, et
un peu plus rapidement a` partir des anne´es 80, sous l’impulsion (entre autres) des
travaux (que nous venons d’e´voquer) d’Alain Connes, lequel utilise les groupo¨ıdes
de Lie comme source de Ge´ome´trie Non Commutative [NCG], et d’Alan Weinstein
[WDC] (paralle`lement a` M. V. Karasev [KM]), qui les exploite comme sources de
re´alisations symplectiques des varie´te´s de Poisson, et aussi graˆce a` la publication du
livre de re´fe´rence de K. Mackenzie [McK]( dont une nouvelle version est sous presse),
cette notion continue de souffrir de la double male´diction des fe´es malicieuses qui se
sont penche´es sur son berceau a` l’e´poque de sa naissance, et qui ont contribue´ a` en
e´loigner, pour des raisons oppose´es (tenant surtout a` des malentendus se´mantiques),
tant les Ge´ome`tres purs que les Cate´goriciens purs, alors que les groupo¨ıdes diffe´ren-
tiables sont a` la fois des varie´te´s et des cate´gories :
– d’une part, les fondateurs de la The´orie des Cate´gories avaient a` l’origine
principalement en vue de grandes cate´gories de morphismes. Dans ce contexte, les
groupo¨ıdes ne peuvent de´crire que des isomorphismes. En outre, en tant qu’objets
alge´briques, les groupo¨ıdes, e´tant e´quivalents a` des groupes, paraissent a` premie`re
vue des objets triviaux, donc ininte´ressants, et, bien que les foncteurs entre grou-
po¨ıdes ne soient en fait pas du tout, nous le verrons, des objets triviaux, peu
d’exemples e´labore´s de foncteurs entre groupo¨ıdes se pre´sentent de fac¸on naturelle
dans ce contexte des grandes cate´gories. De plus la hantise des paradoxes ensem-
blistes, avait de´veloppe´ chez les Cate´goriciens purs la religion des ensembles «Hom »
et le tabou de la conside´ration globale des ensembles (ou plutoˆt des classes) d’objets
ou de fle`ches, de sorte que la de´finition meˆme des groupo¨ıdes diffe´rentiables leur
paraissait au de´part suspecte d’he´re´sie ;
– d’autre part, la plupart des Ge´ome`tres (et des « Working Mathematicians »
[McL] en ge´ne´ral) avaient la plus grande me´fiance envers tout ce qui paraissait se
rapprocher de l’« abstract nonsense » , et une forte tendance a` fuir a` la seule au-
dition du mot « cate´gorie » . Malheureusement C. Ehresmann, loin de chercher a`
les rassurer en faisant observer que, dans la plupart des applications ge´ome´triques
des groupo¨ıdes diffe´rentiables, on peut se contenter de petites cate´gories (et en fait
quasiment ignorer la the´orie des grandes cate´gories), s’est au contraire inge´nie´ —
tout en adoptant de fait, vis-a`-vis des paradoxes logiques, une attitude pragma-
tique et « na¨ıve » , reposant sur une the´orie des classes non ve´ritablement explicite´e
— a` transporter syste´matiquement le langage des grandes cate´gories meˆme la` ou`
les petites suffisaient, allant jusqu’a` proposer d’appeler « foncteurs » les homo-
morphismes de groupes (dans le pre´sent expose´ nous adopterons au contraire le
terme de « morphismes » pour les foncteurs entre petits groupo¨ıdes, conforme´ment
au vocabulaire ge´ne´ral des structures alge´briques, dont les petits groupo¨ıdes sont
des cas particuliers, au meˆme titre que les groupes, et nous substituerons le terme
d’« acteur » a` celui de « foncteur d’hypermorphisme » d’Ehresmann).
Il faut dire aussi qu’Ehresmann s’est assez rapidement de´tourne´ des applications
ge´ome´triques, pourtant tre`s prometteuses dans ses premie`res Notes, des groupo¨ıdes
de Lie, se trouvant entraˆıne´ dans l’e´tude ge´ne´rale des « cate´gories structure´es » .
Or nous pensons que le cadre formel dans lequel il a de´veloppe´ cette e´tude (a`
savoir les cate´gories structure´es par des cate´gories comple`tes), bien que conduisant
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a` des re´sultats tre`s ge´ne´raux et profonds, laisse e´chapper, lorsqu’on cherche a` les
appliquer au cas particulier des groupo¨ıdes de Lie, la plupart des proprie´te´s les
plus inte´ressantes et les plus utiles, notamment en ce qui concerne les quotients,
que l’on rencontre aussi bien dans l’e´tude des fibre´s que dans celle des feuilletages
et des espaces de feuilles. Nous sugge´rons dans le pre´sent expose´ quelques pistes
qui, privile´giant notamment le « the´ore`me de Godement » , nous paraissent plus
adapte´es a` l’e´tude des applications ge´ome´triques.
Nous souhaiterions que le pre´sent expose´ puisse modestement contribuer a` dis-
siper ces malentendus.
Annexe B. Axiomes des diptyques.
(Les notations sont celles de 2.2).
B.1. Liste des axiomes.
(1) Di ∩Ds = D∗ ;
(2) (f, f ′ ∈ Di/Ds) =⇒ f × f
′ ∈ Di/Ds (stabilite´ par produit) ;
(3) (a) les fle`ches de Di sont des monomorphismes ;
(b) les fle`ches de Ds sont des e´pimorphismes stricts [McL]
69 ;
(4) (a) h = gf ∈ Di =⇒ f ∈ Di (α-stabilite´ forte)
70 ;
h=gf
A ¿ ⊲⊲ ? f✲ B g ✲ C
✲
(b) (gf ∈ Ds& f ∈ Ds) =⇒ g ∈ Ds (β-stabilite´ faible) ;
h=gf
A f ⊲ B g ¿ ⊲ ? C
⊲
(5) (transversalite´ : Ds ⋔ Di) :
(a) (transfert paralle`le) :
e´tant donne´ un couple (A
s
⊲ B) ∈ Ds , (B
′ ⊲
i✲ B) ∈ Di , celui-ci
se comple`te en un carre´ carte´sien comme indique´, avec de plus s′ ∈ Ds
¿A′? ⊲ ¿i′? ✲ A
¿ pb?
B′
¿s′?
▽
⊲ i ✲ B
s
▽
et i′ ∈ Di ;
69La le´ge`re dissyme´trie des axiomes est intentionnelle, au vu de la plupart des exemples fon-
damentaux. La cate´gorie duale ne sera pas toujours un diptyque.
70Dans les sche´mas qui suivent, on convient que les points d’interrogation espagnols ¿ ? en-
cadrent des objets ou des proprie´te´s dont l’existence figure dans les conclusions des axiomes ; de
meˆme l’existence des fle`ches en tirets re´sultera de l’e´nonce´ des axiomes, par contraste avec les
donne´es et les hypothe`ses en traits pleins.
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(b) inversement (descente, ou transfert inverse) :
e´tant donne´ un carre´ carte´sien comme ci-dessous (ou` l’on suppose donc,
A′ ⊲ i′ ✲ A
pb
B′ ¿
s′
▽
⊲ ? i ✲B
s
▽
selon nos conventions, s,s′ ∈ Ds, i
′ ∈ Di, i ∈ D), on a i ∈ Di.
B.2. Quelques conse´quences des axiomes.
– Pour toute fle`che f : A→ B de D, son graphe (idA, f) : A ⊲ ✲ A×B est un
bon mono ;
– Avec les notations de l’axiome (5), on a aussi :
– Ds ⋔ D ;
– Ds ⋔ Ds ; les carre´s carte´siens dont les quatre coˆte´s sont dans Ds seront
appele´s parfaits ;
– Tout carre´ parfait est aussi cocarte´sien (push out square) 71.
Annexe C. Conditions de de´nombrabilite´.
Les notations sont ici celles du paragraphe 8.1, auquel la pre´sente annexe se
re´fe`re.
Meˆme pour une varie´te´ se´pare´e les deux conditions suivantes ne sont pas e´qui-
valentes. La premie`re, qui dans le cas se´pare´ e´quivaut a` la paracompacite´ (jointe
a` la de´nombrabilite´ de l’ensemble des composantes connexes quand on l’impose
a` X tout entie`re), est la plus satisfaisante, et de´finit des sous-cate´gories pleines
qui de´terminent encore des diptyques de Godement. Mais on est parfois contraint
techniquement a` travailler avec la seconde.
X sera dite a` base de´nombrable si elle ve´rifie l’une des quatre conditions e´quiva-
lentes suivantes :
a) X posse`de un atlas de´nombrable ;
b) X est re´union de´nombrable de compacts ;
c) X admet une base de´nombrable d’ouverts ;
d) X est un espace de Lindelo¨f [TOP].
X est dite se´parable 72 si elle ve´rifie l’une des deux conditions (e´quivalentes)
suivantes :
(i) X admet un sous-ensemble dense de´nombrable ;
(ii) X admet une sous-varie´te´ ouverte dense a` base de´nombrable.
Annexe D. Immersions en tout genre.
Les notations sont ici encore celles du paragraphe 8.1, auquel la pre´sente annexe
se re´fe`re.
71Cette proprie´te´ importante est en fait e´quivalente a` l’axiome (3)(b) en pre´sence des autres
axiomes.
72Cette terminologie de´sastreuse (surtout en franc¸ais, a` cause de l’emploi concurrent de se´pare´,
qui n’a rien a` voir), attend toujours un substitut acceptable et accepte´.
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Nous exploitons maintenant des proprie´te´s spe´cifiques a` la cate´gorie Dif, four-
nies par la donne´e de la sous-cate´gorie des immersions, laquelle renferme tout une
hie´rarchie de notions d’injectivite´, meˆlant e´troitement le local et le global, dont
nous pre´cisons les de´finitions, souvent trop mal connues.
Transfe´re´es au transiteur (3.2), ces notions cre´ent l’interaction (annonce´e dans
l’introduction) de la structure alge´brique triviale (localement !) de graphe et de la
structure de varie´te´, pour faire naˆıtre des groupes non triviaux.
D.1. Plongements. Dans le cadre des diptyques (de Godement), la notion qui joue
dans Dif le roˆle des injections (et qui est la plus restrictive parmi les immersions)
est celle de plongement [VAR] (propre ou ferme´ quand on se place dans la sous-
cate´gorie pleine DifHaus), laquelle est associe´e, via le the´ore`me de Godement, a`
la caracte´risation (par leur graphe) des e´quivalences re´gulie`res, donc a` la notion de
feuilletage simple.
Encore plus restrictives sont les notions de plongements ouverts et de plonge-
ments ouverts propres, qui sont des e´talements injectifs.
On a besoin aussi de notions plus faibles, qui sont fondamentales pour l’e´tude
des feuilletages. Notons que celle d’immersion injective est la moins inte´ressante
(bien que certains auteurs utilisent encore improprement le terme de sous-varie´te´s
pour les varie´te´s immerge´es), et nous n’aurons pas besoin d’introduire de notation
spe´ciale pour de telles fle`ches, qui de´finissent la sous-cate´gorie Iinj.
D.2. Plongements faibles et immersions strictes. Il s’agit en fait de la traduc-
tion, dans le cas particulier des varie´te´s, de la notion ge´ne´rale de p-sous-structure
au sens d’Ehresmann, ou` p va eˆtre :
– soit le foncteur d’oubli : Dif → Ens ;
– soit le foncteur d’oubli : Dif → Top.
Nous dirons que la fle`che f : A→ B est un plongement faible (resp. une immer-
sion stricte) si c’est une immersion, et si, pour toute varie´te´ Z et toute application
ensembliste (resp. continue) g : Z ........✲ A, la condition que l’application compose´e
h = f ◦ g : Z → B soit un morphisme (de varie´te´s) implique qu’il en est de meˆme
pour f 73.
Notations :✲ i©✲ et > i©✲ .
D.3. Immersions fide`les. A´ toute varie´te´ X est associe´e (voir [VAR]) la varie´te´
(non se´pare´e et non se´parable !) J(X) de ses germes de sous-varie´te´s, munie d’une
immersion canonique (surjective !) :
jX : J(X) i©✲ X
(laquelle posse`de d’ailleurs deux sections canoniques, associe´es aux germes discrets
et grossiers). Celle-ci est universelle en ce sens que toute immersion Y i©✲ X
73La premie`re de ces deux notions (la plus forte) a e´te´ introduite, sous une forme e´quivalente,
mais d’aspect moins cate´gorique (ou du moins intense´ment utilise´e, sans pourtant y recevoir de
nom !), dans la the`se de R. Barre [RB], ou` elle joue un roˆle crucial dans la de´finition des Q-
varie´te´s, ainsi nomme´es parce qu’elles de´crivent un cas tre`s particulier (impliquant notamment la
nullite´ de l’holonomie) d’espace quotient d’un feuilletage (espace des feuilles). Nous l’avions par
la suite utilise´e, sous le nom d’immersion stricte (repris ensuite par P. Molino), et ulte´rieurement
de plongement propre, comme proprie´te´ de l’immersion d’une feuille. D’autres auteurs utilisent
celui de structure initiale. De´sormais nous distinguons les deux termes, en affaiblissant le sens du
terme « immersion stricte » pour pouvoir l’utiliser comme proprie´te´ de l’application identique de
la structure fine d’un feuilletage. Voir les exemples ci-apre`s.
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admet une factorisation unique de la forme :
f = jX ◦ u ◦ s
ou` s : Y e© ⊲ U est un e´talement surjectif, et u : U ⊲ e©✲ X l’injection canonique
d’un ouvert de j(X) (plongement ouvert, ou e´talement injectif) 74. Ehresmann dit
alors que Y est une varie´te´ extraite de X .
On dira que l’immersion f est fide`le si la factorisation s ci-dessus est injective
(donc un isomorphisme).
Notation : ≻ i©✲ .
La donne´e d’un feuilletage de X e´quivaut a` celle d’un ouvert de J(X) tel que la
restriction de jX soit une bijection sur X .
On a les implications :
plongement ferme´ (ou ouvert) =⇒ plongement =⇒ plongement faible =⇒
immersion stricte⇒ immersion injective⇒ immersion fide`le⇒ immersion.
D.4. Exemples. Les exemples tre`s simples qui suivent vont illustrer la hie´rarchie
stricte de ces diverses notions (on va des notions les plus fortes vers les moins
fortes) :
(1) un cercle prive´ d’un point, ou une spirale s’enroulant autour d’un point
asymptotique, sont des sous-varie´te´s plonge´es non proprement dans le plan ;
(2) une ge´ode´sique dense du tore est faiblement plonge´e, non plonge´e ;
(3) il en est de meˆme de l’injection canonique de Q dans R, ou de Q×R dans
R× R ;
(4) l’application identique de R˙ vers R, ou de R˙×R vers R×R (ou` R˙ de´signe
R muni de la structure discre`te), est une immersion stricte, mais non un
plongement faible ;
(5) la meˆme situation se produit, de fac¸on plus subtile, dans l’exemple connu
(voir M. Spivak [SPI]) d’un feuilletage a` une seule feuille d’une varie´te´
(se´pare´e mais non paracompacte) a` l’aide de la droite transfinie ; c’est un
feuilletage re´gulier, mais non strict au sens de 8.2.
(6) le chiffre 6 est une varie´te´ fide`lement (car injectivement), mais non stricte-
ment immerge´e ;
(7) la lettre α est une varie´te´ fide`lement (mais non injectivement) immerge´e ;
(8) le cercle est l’image de la droite par une immersion non fide`le ;
(9) le chiffre 3 n’est pas l’image d’une immersion.
D.4.1. Remarque.
(1) Munissons le plan R× R de la structure de varie´te´ de´finie par :
(R˙− × R) ∪ (R+∗ × R˙).
Alors l’application identique de´termine un pre´feuilletage strict, qui n’est
pas un feuilletage de Sˇtefan .
(2) On peut aussi aise´ment incorporer le chiffre 6 dans un pre´feuilletage (non
strict et non de Sˇtefan, contenant une ou plusieurs copies du 6) en entourant
le 6 par des courbes paralle`les, de diverses fac¸ons.
74Plus ge´ne´ralement toute subimmersion [VAR] se factorise uniquement par une surmersion
sur un ouvert de J(X).
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Annexe E. Groupo¨ıde d’holonomie topologique (C. Ehresmann).
E.1. Feuilletages topologiques. La notion de groupo¨ıde d’holonomie d’un feuille-
tage a e´te´ introduite par C. Ehresmann en 1961 dans [EOC/54/] dans le cadre tre`s
faible des feuilletages topologiques.
Dans ce cadre, X est un espace topologique, et J(X) est l’espace topologique
des germes de sous-espaces de X . La topologie fine peut eˆtre identifie´e a` un ouvert
X ′ de J(X) tel que la restriction de jX soit bijective
75. On la suppose de plus
localement connexe.
A´ chaque ouvert U de X , on peut ici associer l’espace topologique Q(U) quotient
de U par la relation d’e´quivalence de´finie par les composantes connexes (ou feuilles)
de la topologie U ′ induite par X ′ sur U . Cette notion est fonctorielle pour les
inclusions d’ouverts, c’est-a`-dire qu’une telle inclusion ρ : U → V de´termine une
application continue Q(ρ) : Q(U)→ Q(V ).
La simplicite´ (topologique) au sens d’Ehresmann signifie que la topologie X
admet une base d’ouverts U telle que, pour tout U ∈ U, l’application canonique
Q(U)→ Q(X) soit un plongement ouvert (c’est-a`-dire un home´omorphisme sur un
ouvert).
La locale simplicite´ signifie que tout point de X posse`de un voisinage ouvert U
dans X tel que le feuilletage induit par (X,X ′) soit simple.
Ehresmann effectue la construction du groupo¨ıde d’holonomie topologique sous
l’hypothe`se de locale simplicite´.
E.2. Remarques.
(1) Le groupe d’holonomie topologique d’un feuille sigulie`re ponctuelle est tou-
jours nul. L’holonomie topologique ne peut donc apporter aucune informa-
tion sur le voisinage d’un telle feuille.
(2) Les exemples de la remarque D.4.1 sont des feuilletages topologiquement
localement simples, qui ne sont pas des feuilletages de Sˇtefan . La construc-
tion du groupo¨ıde topologique d’Ehresmann s’applique, mais n’e´claire gue`re
sur la nature de la singularite´ de ce feuilletage.
(3) Nous donnons maintenant un exemple simple de feuilletage de Sˇtefan du
plan non topologiquement localement simple, auquel la construction d’Eh-
resmann ne s’applique donc pas.
Nous prenons l’origine comme feuille singulie`re, et de´finissons en dehors
de l’origine un feuilletage re´gulier dont les feuilles sont les cercles tangents
a` l’axe des abscisses (prive´s de l’origine), et les deux demi-droites. On a
ainsi construit un feuilletage de Sˇtefan sur le plan.
Il est facile d’expliciter un groupo¨ıde de Lie dont il est le feuilletage
orbital. En effet ce feuilletage peut eˆtre de´fini par un champ de vecteurs
s’annulant a` l’origine, lequel de´termine un flot (action locale), donc, par la
construction de´crite en 5.5.2, un groupo¨ıde de Lie associe´ au feuilletage.
75Il s’agit donc de l’analogue topologique de ce que nous appelons ici immersion fide`le. Ehres-
mann utilise le terme de plongement, en contradiction avec l’usage de ce terme qui s’est impose´ a`
la suite de [VAR] dans le cadre des varie´te´s, usage que nous respectons ici, et qui nous contraint
a` adopter une autre terminologie.
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